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1 Einleitung
1.1 Einfu¨hrung in das Thema
Labyrinthdichtungen sind beru¨hrungslose Dichtungen, die in nahezu allen Arten von
Turbomaschinen eingesetzt werden und Bereiche unterschiedlichen Druckes voneinander
trennen. Ihr Funktionsprinzip beruht auf einer Abfolge von engen Drosselstellen (Dicht-
spalte) und Erweiterungen (Labyrinthkammern), die zu großem Stro¨mungswiderstand
und Energiedissipation fu¨hren. Durch diese Eigenschaften kann auf kleinem Raum ein
hohes Druckgefa¨lle bei minimalem Massestrom (Leckage) ohne Beru¨hrung von Bauteilen
realisiert werden. Bei optimaler Funktion kombinieren Labyrinthdichtungen daher eine
gute Dichtwirkung mit Verschleißfreiheit und hoher thermischer Belastbarkeit, woraus
ihre Eignung insbesondere fu¨r den Gebrauch in Gasturbinen und Flugtriebwerken re-
sultiert. In Flugzeugtriebwerken fu¨hren Leichtbauanforderungen zu du¨nnwandigen und
flexiblen Konstruktion, wie sie in Bild 1.1 zu sehen sind. Die Labyrinthe sind u¨berwiegend
als einfache Durchblicklabyrinthe oder in gestufter Anordnung konstruiert, um eine axia-
le Montage auf der Triebwerkswelle zu ermo¨glichen. Gelegentlich treten Schwingungspro-
bleme bei Labyrinthdichtungen dieser Bauart auf, die trotz vorhandener Konstruktions-
und Auslegungskriterien nicht vorhersehbar sind. Daraus kann geschlossen werden, dass
die bestehenden Auslegungskriterien nicht ga¨nzlich umfassend sind und die Anregungs-
und Koppelmechanismen, die zu den Schwingungsproblemen fu¨hren, nicht vollsta¨ndig
bekannt sind.
Insbesondere bei leichtbauenden Flugzeugtriebwerken gibt es zwischen den Ober-
fla¨chen der flexiblen Dichtungsstrukturen ringfo¨rmige Hohlra¨ume (Kavita¨ten), deren
Einfluss auf das Schwingungsverhalten der angrenzenden Strukturen nicht zu ver-
nachla¨ssigen ist. Wie in der Abbildung zu sehen ist, befindet sich die Kavita¨t zumeist
zwischen dem Labyrinth und dem Befestigungsflansch der Struktur. Die Befestigungs-
seite und damit die Position der Kavita¨t relativ zur Stro¨mung wird als Hoch- oder Nie-
derdruckbefestigung (HD-Befestigung bzw. ND-Befestigung) bezeichnet und ist ein we-
sentlicher Betriebsparameter, da die Stro¨mungsfelder von Einstrom- und Ausstromspalt
deutliche Unterschiede aufweisen. Vermutungen bezu¨glich der Interaktion zwischen aku-
stischen Druckschwingungen in der Kavita¨t und den Strukturoberfla¨chen wurden bereits
fru¨h formuliert, sie fu¨hrten jedoch nur zu einfachen Konstruktionsrichtlinien, in denen
anhand der Umfangsla¨nge der Kavita¨t und der Gastemperatur akustische Resonanzfre-
quenzen abgescha¨tzt werden. Damit bleibt die ra¨umliche Ausdehnung der Druckfelder
in der Kavita¨t unberu¨cksichtigt. Mit den gleichen eindimensionalen Abscha¨tzungen wer-
den in zahlreichen Stabilita¨tskriterien auch akustische Resonanzfrequenzen der Laby-
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Abbildung 1.1: Du¨nnwandige Labyrinthdichtungen in einem Flugzeugtriebwerk
rinthkammern bestimmt, denen ein wesentlicher Einfluss auf das Schwingungsverhalten
der Dichtungen zugeschrieben wird. Keines der Stabilita¨tskriterien, in dem akustische
Effekte der beschriebenen Art beru¨cksichtigt werden, beschreibt jedoch in konkreter
Weise einen Mechanismus, der zur beobachteten Schwingungsanregung bzw. Destabili-
sierung des Schwingungssystems fu¨hrt. Einige Stabilita¨tskriterien sind durch konkrete
Schadensfa¨lle an Turbinen motiviert und erweisen sich als schwer verallgemeinerbar,
teilweise sogar als widerspru¨chlich.
Die Anregung und Anfachung der Strukturschwingungen von Labyrinthdichtungen re-
sultiert aus der Interaktion der flexiblen Strukturen mit der Stro¨mung im Labyrinth. Es
handelt sich um selbsterregte Schwingungen, da eine Einergiezufuhr aus dem Fluid auf
die Dichtungsstrukturen erfolgt. Die Schwingungen der Dichtungen werden stets bei einer
diskreten Frequenz gemessen, die fu¨r alle Systemkomponenten gleich ist, aber zumeist
deutlich von den modalen Eigenfrequenzen der beiden Strukturen und des Druckfeldes
abweicht. Die Schwingung der beiden Strukturen wird also durch das modale Druckfeld
in der dazwischen liegenden Kavita¨t gekoppelt. Das modale Druckfeld in der Kavita¨t
wirkt als Koppelsteifigkeit, da es die Strukturoberfla¨chen mit einer Druckkraft beauf-
schlagt, die nahezu phasengleich und proportional zur Auslenkung der Strukturen wirkt.
Die Erregerkraft resultiert aus der zeitlichen Drucka¨nderung im Labyrinth infolge der
periodischen A¨nderung der Dichtspaltho¨he und kann mittels einfacher statistisch stati-
ona¨rer Stro¨mungsrechnungen bestimmt werden.
Die Interaktion der drei Systemkomponenten ist in Bild 1.2 dargestellt. Die Struk-
turschwingung fu¨hrt zu vera¨nderlichen Spaltho¨hen und damit zu lokalen und zeitlichen
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Abbildung 1.2: Zusammenwirken der Komponenten des gekoppelten Systems
A¨nderungen von Druck und Geschwindigkeit im Stro¨mungsfeld. Aus diesen periodischen
A¨nderungen resultieren einerseits Druckschwankungen in der Labyrinthkammer, die als
Druckkraft die Strukturschwingungen anregen, andererseits regen Geschwindigkeits- und
Drucka¨nderungen an der Grenzfla¨che zwischen Dichtspalt und Kavita¨t die modalen
Druckschwingungen an, die durch den Resonanzraum der Kavita¨t versta¨rkt werden. Die
aus den Druckfeldern in der Kavita¨t resultierende Druckbeaufschlagung der Strukturen
kann als akustische Steifigkeit oder Fluidsteifigkeit interpretiert werden.
Die in dieser Arbeit beschriebene Kopplung von Strukturschwingungen durch mo-
dale Druckfelder in der Kavita¨t wird als eine Erweiterung bekannter Fluid-Struktur-
Interaktionsmechanismen gesehen. Auf der Basis von Messungen, die an einem stati-
schen Pru¨fstand mit feststehenden Dichtungen durchgefu¨hrt wurden, ist ein einfaches
Modell der gekoppelten Schwingung mit zwei Freiheitsgraden entstanden. Die Messda-
ten und das darauf basierende Modell der gekoppelten Schwingungen beschreiben daher
ausschließlich den Mechanismus der Schwingungskopplung und -anregung. Effekte, die
beispielsweise aus der Rotation einer Dichtungskomponente resultieren, oder Schwin-
gungsanregungen aus dem Betrieb realer Maschinen, konnten mit diesem Pru¨fstand nicht
untersucht werden. Insbesondere die Beurteilung des Einflusses der gekoppelten Schwin-
gungen auf die Rotordynamik des Triebwerks, wu¨rde daher eine erweiterte Betrachtung
und evtl. experimentelle Untersuchungen an rotierenden Strukturen erfordern.
Zur Durchfu¨hrung der Messungen sind fu¨r einen begrenzten Zeitraum stationa¨re
Schwingungszusta¨nde der durchstro¨mten Dichtungen notwendig. Da bereits kleine
A¨nderungen der Stro¨mungsfeldgro¨ßen, die durch A¨nderungen der Druckdifferenz zwi-
schen Ein- und Ausstromseite verursacht werden, zu sehr schnellem Auf- oder Abklingen
der Schwingungen fu¨hren, mu¨ssen die in den Messungen dokumentierten Betriebspunkte
als grenzstabile Zusta¨nde des gekoppelten Systems betrachtet werden. In diesen Betrieb-
spunkten muss notwendigerweise ein Gleichgewicht bestehen zwischen der Arbeit, die das
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Fluid an den Strukturen verrichtet und der Energie der Strukturschwingung bei einer
festen Frequenz und Amplitude. Die gemessenen Schwingungen stellen keine Systemreso-
nanz dar, ko¨nnen jedoch sowohl nahe bei Resonanzu¨berho¨hungen als auch bei Nullstellen
der Amplitudenversta¨rkung (Tilgungsfrequenzen) liegen. In einigen Messungen werden
nahezu verschwindende Amplituden bei einer der beiden Strukturen beobachtet, was
vermuten la¨sst, dass der Betriebspunkt fu¨r diesen Freiheitsgrad nahe bei einer Tilgungs-
frequenz liegt. Diese Vermutung kann ebenso durch Simulationsrechnungen besta¨tigt
werden, wie andere auffa¨llige Unterschiede zwischen den Strukturamplituden, die alleine
aus der Betrachtung der Systemfrequenz relativ zu den beiden Struktureigenfrequenzen
nicht zu erwarten wa¨ren.
Die in dieser Arbeit beschriebene Kopplung von Strukturschwingungen durch mo-
dale Druckfelder soll als eine Form von Fluid-Struktur-Interaktion betrachtet werden,
die zusa¨tzlich zu bekannten Arten von Stro¨mungs-Struktur-Interaktionen im Labyrinth
auftreten kann. Die Mo¨glichkeit einer Schwingungskopplung durch ausgedehnte Druck-
felder außerhalb des Labyrinths ist hauptsa¨chlich an das Vorhandensein flexibler Dich-
tungsstrukturen und einer angrenzenden kompressibel durchstro¨mten Kavita¨t geknu¨pft.
Diese Bedingungen werden am ehesten, jedoch nicht ausschließlich, bei Flugtriebwerken
erfu¨llt, so dass der hier beschriebene Wirkmechanismus bei einer relativ kleinen An-
zahl von bislang nicht vorhersehbaren Schwingungsproblemen zu einem wesentlich ver-
besserten Versta¨ndnis der Ursachen und Wirkmechanismen fu¨hren kann. Dafu¨r spricht
auch die Erfahrung, dass die bekannten Stabilita¨tskriterien bei einem kleinen Teil der
auszulegenden Dichtungen keine zuverla¨ssige Beurteilung des Schwingungsverhaltens
ermo¨glichen. Eine verbesserte Kenntnis der Schwingungskopplung durch modale Druck-
felder kann daher hilfreich sein, eine bislang nahezu unberu¨cksichtigte Interaktionsform
in die Stabilita¨tsbeurteilung einzubeziehen und dadurch zu wesentlich umfassenderen
und zuverla¨ssigeren Stabilita¨tsaussagen zu gelangen.
1.2 Stand der Forschung
Zum Problem selbsterregter Schwingungen von flexiblen Labyrinthdichtungen in Flug-
zeugturbinen werden seit dem ersten Auftreten von Schadensfa¨llen in den 1960er Jahren
in unregelma¨ßigen und oft la¨ngeren Absta¨nden Forschungsberichte vero¨ffentlicht. Ge-
genu¨ber stationa¨ren Maschinen mit starren Geha¨usen und massiven Wellen, deren Biege-
schwingungen sich in der achsnormalen Schnittebene zu Orbitalbewegungen u¨berlagern,
weisen Flugzeugturbinen durch die Konstruktionsweise der du¨nnwandigen Strukturen
einer Vielzahl ra¨umlicher Struktureigenformen auf, die das Schwingungsverhalten des
Systems zusammen mit den Fluideigenschaften der kompressiblen Arbeitsmedien ver-
komplizieren. Daher erfordern experimentelle Untersuchungen an flexiblen Strukturen
einen betra¨chtlichen messtechnischen Aufwand. Ebenso werden theoretische Ansa¨tze zur
Modellbildung und Simulation der gekoppelten Schwingungen deutlich aufwa¨ndiger und
beno¨tigen zur Verifizierung zumeist Betriebsdaten, die durch Messungen nur schwer
zu ermitteln sind. In experimentellen und theoretischen Untersuchungen werden daher
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ha¨ufig Vereinfachungen angewandt, um den Aufwand fu¨r die angestrebten Experimente
oder Simulationsrechnungen in einem realisierbaren Rahmen zu halten. Den Methoden
solcher Untersuchungen fehlt daher oft die notwendige Allgemeingu¨ltigkeit, um bei der
Anwendung auf Schwingungsprobleme anderer Maschinen zu befriedigenden Aussagen
zu kommen.
Die etwas vereinfachte Problemstellung bei Turbomaschinen mit sehr steifen Geha¨usen
und Wellen mit Biegeeigenformen ermo¨glicht sowohl bei den experimentellen Untersu-
chungen wie auch bei Simulationsrechnungen ein wesentlich besseres Versta¨ndnis der
Fluid-Struktur-Interaktion in den Dichtungen. NORDMANN [NOR02] beschreibt ex-
perimentell validierte Berechnungsverfahren, die den Einfluss der Dichtungen auf die
gesamte Maschine durch Masse-, Da¨mpfungs- und Steifigkeitskoeffizienten ausdru¨cken.
Mit diesen rotordynamischen Koeffizienten ko¨nnen in mathematischen Modellen dyna-
mische Auslegungen und Stabilita¨tsbeurteilungen der Maschinen durchgefu¨hrt werden.
Die Berechnungen des Stro¨mungsfeldes im Labyrinth erfolgt in einem dreidimensionalen
Geometriemodell der Dichtung mit dem Verfahren der finiten Differenzen. Das Berech-
nungsgebiet beginnt und endet mit dem ersten und letzten Dichtspalt. Die Dru¨cke und
Stro¨mungen zu beiden Seiten der Dichtung werden vereinfachend als konstant ange-
nommen. Vorga¨nge außerhalb der Labyrinthdichtung werden daher nicht beru¨cksichtigt.
Ferner bietet NORDMANN eine umfassende Liste von Literaturstellen zum Stabi-
lita¨tsverhalten von Gas- und Flu¨ssigkeitsdichtungen und deren Einfluss auf die Rotordy-
namik von Maschinen mit starren Geha¨usen und Wellen mit Biegeeigenformen.
Eine weitere Vereinfachung stellt der Verzicht auf rotierende Pru¨fstandsteile dar, der
allen bekannten experimentellen Untersuchungen und auch dieser Arbeit zugrunde liegt.
ALFORD (1975), ABBOTT (1981), BEHNKE (1991), KISSEL (1997) und ZIEGLER
(1998) beziehen sich in ihren nachfolgend beschriebenen Arbeiten auf Versuchsergebnis-
se, die an Pru¨fsta¨nden mit unbeweglichen Dichtungsstrukturen gewonnen werden. An
solchen statischen Pru¨fsta¨nden wird die Befestigung der Sensorik an den Dichtungsstruk-
turen und die Versuchsdurchfu¨hrung zwar wesentlich erleichtert, es kann jedoch nur die
prinzipielle Fluid-Struktur-Interaktion des selbsterregten Systems untersucht werden.
Alle Effekte, die aus der Rotation einer der beiden Dichtungsstruktur resultieren, blei-
ben unberu¨cksichtigt.
Bereits 1975 formuliert ALFORD [ALF75] die Vermutung, dass sich die Kavita¨t als
akustischer Resonanzraum auf das Schwingungsverhalten der angrenzenden Dichtungs-
strukturen auswirkt. Eine weitere Ausfu¨hrung dieses Ansatzes oder eine genaue Beschrei-
bung des Interaktionsmechanismus ist jedoch weder bei ALFORD, noch bei anderen
Autoren zu finden. Die Beru¨cksichtigung akustischer Effekte erfolgt durch eine einfa-
che Abscha¨tzung der Resonanzfrequenz des ringfo¨rmigen Hohlraumes aus der mittleren
Umfangsla¨nge und der Schallgeschwindigkeit im Betriebsmedium. Er stellt Forderungen
fu¨r die Konstruktion von Labyrinthdichtungen auf, die auf den modalen Eigenfrequen-
zen und Eigenformen, der Stro¨mungsrichtung und den akustischen Resonanzfrequenzen
beruhen. Dabei behandelt er die Labyrinthkammern und die Kavita¨ten außerhalb des La-
byrinths gleich hinsichtlich ihrer Wirkung auf das Schwingungsverhalten der Dichtung.
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Bezogen auf die Struktureigenfrequenzen der einzelnen Moden fordert er um mindestens
20 % niedrigere akustische Resonanzfrequenzen. Weiterhin kommt in sa¨mtlichen Stabi-
lita¨tskriterien der Befestigungsseite der Dichtungen besondere Bedeutung zu. Anhand
der Erfahrungen mit Schadensfa¨llen und experimentellen Untersuchungen wird schon
in den ersten Vero¨ffentlichungen zu diesem Thema auf die Bedeutung dieses Betrieb-
sparameters hingewiesen. ALFORD findet jedoch keine Erkla¨rung fu¨r den Einfluss der
Stro¨mungsrichtung auf das Schwingungsverhalten der Dichtungen. Vielmehr wird die Be-
festigungsseite der Dichtungen von ihm lediglich als Merkmal der Dichtung betrachtet,
das in Kombination mit anderen Parametern zur Stabilita¨tsbeurteilung dient.
LEWIS, PLATT und SMITH [LEW78] beschreiben 1978 Fa¨lle aeroelastischer Insta-
bilita¨t von Labyrinthdichtungen in F100 Triebwerken. Sie klassifizieren die Ursachen fu¨r
Schwingungsprobleme als mechanische, akustische und aeroelastische Anregungen. Me-
chanische Schwingungen resultieren aus Strukturresonanzen, die durch Kra¨fte aus dem
Betrieb des Triebwerks angeregt werden. Als akustische Anregung nennen sie stehende
oder umlaufende Druckwellen bzw. Resonanzen von Hohlra¨umen, die mit den Struktur-
resonanzen und -eigenformen wechselwirken. Aus dem Zusammenhang geht hervor, dass
sie die akustischen Resonanzen vorrangig in den Labyrinthkammern vermuten. Akusti-
sche Resonanzen werden auch als “organ pipe resonances” bezeichnet und deren Frequenz
als bekannt angenommen, was auf eine einfache Frequenzberechnung aus Umfangsla¨nge
und Schallgeschwindigkeit schließen la¨sst. Aeroelastische Instabilita¨t resultiert aus pe-
riodischen A¨nderungen des Stro¨mungsfeldes, die zu anregenden Fluidkra¨ften auf die
Strukturen fu¨hren und dadurch eine Interaktion zwischen Strukturmoden und dem kom-
pressiblen Fluid darstellen. Sie betrachten bei der Analyse eines konkreten Schadensfal-
les durch Ermu¨dungsbru¨che an einer Dichtungsstruktur die radiale Dichtspaltho¨he als
prima¨re Ursache. Zur Stabilisierung der Dichtungsstruktur wird eine Abstimmung der
Spaltho¨hen vorgenommen, bei der die Ho¨he des ersten Spaltes in Stro¨mungsrichtung
deutlich vergro¨ßert wird. Um die gro¨ßere Leckage teilweise zu kompensieren, wird die
Ho¨he des letzten Spaltes geringfu¨gig reduziert. Der gro¨ßere Leckagestrom wird als tole-
rierbar beschrieben.
ABBOTT [ABB81] fu¨hrt 1981 eine experimentelle Stabilita¨tsanalyse von Labyrinth-
dichtungen durch, die durch einen konkreten Schadensfall mit wiederholt auftretenden
Dauerbru¨chen motiviert ist. Er bezieht sich auf die Vero¨ffentlichungen von ALFORD
und misst den akustischen Resonanzfrequenzen der Labyrinthkammer fak, die gema¨ß
a = η · fak aus der Schallgeschwindigkeit des Gases a und der Wellenla¨nge η bestimmt
wird, eine zentrale Bedeutung bei. Da er anhand der Dauerbru¨che eine Schwingung drit-
ter Ordnung mit sechs Knoten am Umfang identifiziert, entspricht die Wellenla¨nge in
diesem Fall dem dritten Teil der mittleren Kammerla¨nge. Er fu¨hrt die Experimente mit
den originalen Bauteilen durch, die er in einem Pru¨fstand fest verschraubt und unter be-
triebsa¨hnlichen Stro¨mungsbedinungen zu Schwingungen anregt. Um Schwingungen mit
der kritische Knotenzahl drei zu erzwingen, befestigt er sechs Massen am Umfang der
Struktur. Durch Vera¨nderung der Massen ko¨nnen die Struktureigenfrequenzen der Kno-
tenzahl drei in einem gewissen Bereich um die akustische Frequenz der Labyrinthkammer
variiert werden. Mit diesem Versuchsaufbau identifiziert er die Schwingungsursache als
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aeroelastisches Stabilita¨tsproblem, bei dem zwischen Druckwelle und Strukturwelle ein
Phasenunterschied von ca. 140◦ besteht und das Fluid eine ausreichend große Arbeit an
der Dichtung verrichtet, um die Da¨mpfung des Systems zu kompensieren. Aus seinen
experimentellen Ergebnissen leitet er ein allgemeines Prinzip fu¨r die aeroelastische Sta-
bilita¨t von flexiblen Dichtungen ab, das besagt, dass bei niederdruckseitiger Befestigung
und Struktureigenfrequenzen unterhalb der akustischen Frequenz (weiche Strukturen)
negative Fluidda¨mpfung und damit Instabilita¨t des gesamten Systems auftreten kann.
Umgekehrt fu¨hren bei hochdruckseitiger Befestigung Struktureigenfrequenzen oberhalb
der akustischen Frequenz der Kammer zu negativer Fluidda¨mpfung und damit zu insta-
bilen Schwingungen. Die Allgemeingu¨ltigkeit von ABBOTTs Stabilita¨tskriterien findet
durch die Ergebnisse anderer Autoren keine eindeutige Besta¨tigung. Der Einfluss der
Befestigungsseite auf das Schwingungsverhalten der Dichtungen wird jedoch zu Recht
in seiner Beurteilung als wichtiger Versuchsparameter herausgestellt.
BEHNKE [BEH91] fu¨hrt 1991 eine auf der Betrachtung einzelner Schwingungsmoden
basierende Stabilita¨tsuntersuchung flexibler Labyrinthdichtungen durch. Er beschreibt
zwei unterschiedliche Strukturmodelle, wobei eines der Modelle auf linearen Bewegungs-
gleichungen einzelner modaler Massen beruht und in einer zweiten Variante die Struktu-
ren mit finiten Elementen modelliert werden. Diese zweidimensionalen finiten Elemente
haben an jedem Knoten drei translatorische und drei rotatorische Freiheitsgrade und
ko¨nnen durch Querkra¨fte belastet werden. Zur Kopplung der Strukturen beschreibt er
zwei Fluidmodelle, wobei er zuna¨chst ein nichtlineares Modell pra¨sentiert, das auf den
Bilanzgleichungen fu¨r Masse und Impuls sowie der Zustandsgleichung fu¨r ideale Gase
und der Polytropengleichung basiert. Die Nichtlinearita¨t resultiert aus der Aufspaltung
der Gro¨ßen in einen Konstantanteil des Zustandspunktes und einen Wechselanteil, der
die periodischen Zustandsa¨nderungen im Verlaufe einer Schwingung beschreibt. Nach
Einsetzen und Ausmultiplizieren ko¨nnen alle Terme vernachla¨ssigt werden, die aus dem
Produkt von mehr als zwei Wechselgro¨ßen bestehen und damit klein von ho¨herer Ord-
nung sind. Werden auch die Terme vernachla¨ssigt, die quadratisch bzw. klein von zweiter
Ordnung sind, so erha¨lt man ein weiter vereinfachtes lineares Fluidmodell, das allerdings
nur fu¨r Schwingungsamplituden gu¨ltig ist, die klein sind im Vergleich zur Ruhespaltho¨he.
Fu¨r beide Fluidmodelle trifft er die Annahme, dass die Dru¨cke vor und nach den beiden
Dichtspalten konstant sind. Die Ergebnisse der durchgefu¨hrten Stabilita¨tsberechnungen
stimmen weitgehend mit den Einscha¨tzungen von ABBOTT u¨berein, so dass auch mit
dieser Simulation die an realen Dichtungen beobachteten Schwingungen und Instabi-
lita¨ten nicht vollsta¨ndig erkla¨rt werden ko¨nnen.
KISSEL [KIS97] beschreibt 1997 den Aufbau eines Labyrinthdichtungspru¨fstandes oh-
ne rotierende Dichtungskomponente. Die geometrisch einfachen Strukturen ko¨nnen so-
wohl hochdruck- wie niederdruckseitig montiert werden. Das Betriebsmedium ist Druck-
luft, welche ein einfaches Durchblicklabyrinth mit einer Kammer und einem sehr gerin-
gen Ruhespaltspiel von lediglich 0.1 mm durchstro¨mt. Die Sensorik an den Dichtun-
gen besteht aus je zwei Wirbelstromsensoren zur Wegmessung an jeder Struktur sowie
mehreren Miniatur-Drucksensoren, die in der Labyrinthkammer bu¨ndig mit der a¨ußeren
Strukturoberfla¨che montiert sind. Trotz der fehlenden Relativbewegung wird die inne-
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re Struktur als Rotor und die a¨ußere als Stator bezeichnet. KISSEL konzentriert sich
bei der Erfassung von Messdaten auf die Drucka¨nderungen in der Labyrinthkammer.
Fu¨r die Auswertung seiner Messungen leitet er mehrere dimensionslose Kennzahlen her.
Die beiden wichtigsten sind das Verha¨ltnis der akustischen Frequenz der Labyrinthkam-
mer zur Eigenfrequenz der Strukturen und das als dynamische Spaltweitena¨nderung be-
zeichnete Verha¨ltnis der maximalen Schwingungsamplituden der beiden Dichtspalte. Die
letzt genannte Einflussgro¨ße geht auf einen Ansatz von EHRICH [EHR68] zuru¨ck, der
1968 die selbsterregten Schwingungen als aeroelastisches Problem beschreibt. Aus der
ra¨umlichen Schwingung des Labyrinths infolge der Eigenformen der Strukturen folgert er
eine diskontinuierliche Stro¨mung der Gasmasse u¨ber dem Labyrinthumfang als Ursache
fu¨r die selbsterregten Schwingungen. KISSEL erstellt Stabilita¨tskarten fu¨r die gemesse-
nen Schwingungen und versucht seine Ergebnisse auf real existierende Flugtriebwerke
eines Projektpartners anzuwenden. Auch in diesem Fall zeigt sich, dass die Versuchser-
gebnisse und seine Auswertemethode, die nur die Strukturschwingungen und die Dru¨cke
im Labyrinth beru¨cksichtigt, nicht ohne Weiteres auf andere Dichtungen u¨bertragbar
sind.
ZIEGLER [ZIE98] beschreibt 1998 Simulationsrechnungen zur Stabilita¨t von Laby-
rinthdichtungen, zu deren Validierung er auf die experimentellen Ergebnissen von KIS-
SEL zuru¨ckgreift. Gegenu¨ber BEHNKE benutzt er ausschließlich FE-Modelle fu¨r die
Dichtungsstrukturen. Die aus dem FE-Modell beider Strukturen resultierenden Ko-
effizientenmatrizen der Bewegungsgleichung erga¨nzt er um die geschwindigkeits- und
wegproportionalen Koppelanteile, die er aus seinem Fluidmodell gewinnt. Als Fluidmo-
dell zur Berechnung dieser dynamischen Koeffizienten wa¨hlt er ein Kontrollraumverfah-
ren mit drei Teilvolumina (Bulk-Flow), das auf NORDMANN und WEISER [WEI89]
zuru¨ckgeht. A¨hnlich dem Verfahren von BEHNKE stellt er die Gleichungen zur Masse-,
Impuls- und Energieerhaltung fu¨r die drei Teilvolumina auf. Der Einfluss der elasti-
schen Strukturverformung auf die Stro¨mung wird auch hier durch einen Sto¨rungsansatz
beru¨cksichtigt. Durch die Aufteilung der Gro¨ßen in einen Konstantanteil und einen
Wechselanteil ko¨nnen mehrere Fluidmodelle abgeleitet werden, die entweder nur die
linearisierten Fluideigenschaften bei kleinen A¨nderungen um den Ruhezustand beschrei-
ben, oder durch nichtlineare Terme auch gro¨ßere Schwankungen bei anwachsenden Am-
plituden beru¨cksichtigen. Auch ZIEGLER geht von konstanten Dru¨cken außerhalb der
Labyrinthkammer aus.
ECKERT [ECK99] beschreibt 1999 einen Schadensfall am radialen Laufrad eines Ver-
dichters, der zur Ku¨hlung eines zweipoligen Turbogenerators in einem Kraftwerk ein-
gesetzt wird. Aus dem Schadensbild schließt er auf einen Dauerbruch, der durch eine
bestimmte Schwingungseigenform der Deckscheibe hervorgerufen wurde. Qualitativ be-
schreibt er den Anregungs- und Interaktionsmechanismus, der durch das Auftreten von
Druckschwingungen im Radseitenraum zum beobachteten Schwingungsschaden fu¨hrt. NI
[Ni99] vero¨ffentlicht 1999 eine Stabilita¨tsanalyse fu¨r das Laufrad dieses Verdichters, das
durch Kopplung mit einem akustischen Druckfeld im Radseitenraum zu Schwingungen
angeregt wird. Die Abdichtung des Radseitenraumes erfolgt durch zwei Labyrinthdich-
tungen, deren periodische A¨nderung der Spaltstro¨mung von beiden Autoren als Ursache
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fu¨r die Entstehung des Druckfeldes erkannt wird. Die Stro¨mungsvorga¨nge in den schwin-
genden Dichtspalten finden jedoch bei beiden Autoren in den weiteren Analysen keine
Beachtung, so dass zwar der Kopplungsmechanismus beschrieben, fu¨r die Anregung des
Druckfeldes durch die Spaltstro¨mung jedoch kein Modell pra¨sentiert wird. Zur Modellbil-
dung der Druckmoden verwendet NI analytische Funktionen (BESSEL-Funktionen), mit
deren Hilfe er modale Eigenwertgleichungen fu¨r das gekoppelte Problem herleitet. Die
komplexen Wurzeln des Lo¨sungspolynoms enthalten Parameter, die von dem Akustik-
Modell des Radseitenraumes abha¨ngig sind. Seinen Berechnungen zufolge befindet sich
das System u¨ber einen weiten Frequenzbereich nahe an der Stabilita¨tsgrenze. Stickstoff
als Arbeitsmedium verschiebt den Betriebspunkt in den instabilen Bereich, wa¨hrend
beim Betrieb des Verdichters mit Luft Stabilita¨t erreicht wird, was mit experimentellen
Ergebnissen u¨bereinstimmt. Das gesamte Berechnungsverfahren ist sehr spezifisch auf
den betrachteten Schadensfall ausgelegt. Der Autor selbst weist auf eine Reihe von Ein-
schra¨nkungen hin. Auch diese Analyse kann nur bedingt als einfach anwendbares und auf
andere Probleme u¨bertragbares Verfahren betrachtet werden. Die beschriebene Analyse
ist von Bedeutung, weil sie erstmals die großfla¨chige Interaktion eines modalen Druck-
feldes mit der schwingungsfa¨higen Struktur des Verdichterlaufrades zum Gegenstand
hat.
1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung eines Modells zur Simulation von gekoppelten
Schwingungen flexibler Labyrinthdichtungen mit kompressibler Stro¨mung. Das Modell
basiert auf den Ergebnissen von Messungen, die an einem Labyrinthdichtungspru¨fstand
ohne rotierende Teile gewonnen wurden. Es werden daher nur der Kopplungsmecha-
nismus und die resultierenden grenzstabilen Schwingungszusta¨nde der Dichtungen in
Abha¨ngigkeit von verschiedenen Versuchsparametern beschrieben. Das wichtigste Un-
terscheidungsmerkmal gegenu¨ber bisherigen Arbeiten zu diesem Thema liegt in der Mes-
sung und Identifikation modaler Druckfelder, die außerhalb des eigentlichen Dichtungsla-
byrinths die Strukturoberfla¨chen großfla¨chig mit periodischen Druckkra¨ften beaufschla-
gen. Es soll gezeigt werden, dass diese Druckfelder als Koppelsteifigkeiten betrachtet
werden ko¨nnen, deren Druckkraft proportional zur Auslenkung der Strukturen auf de-
ren Oberfla¨che einwirkt. Zur quantitativen Bestimmung der Koppelsteifigkeit wird ein
mathematisches Modell der Druckeigenformen in der Kavita¨t verwendet. Dieses beruht
auf der Erweiterung der HELMHOLTZ-Gleichung, einer Eigenwertformulierung der aku-
stischen Wellengleichung, um den Einfluss von Stro¨mungsvorga¨ngen auf das akustische
Feld. Die Lo¨sung der erweiterten HELMHOLTZ-Gleichung erfolgt, ebenso wie die Be-
rechnung der Struktureigenschwingungen, mit Hilfe von Finite-Elemente-Berechnungen.
Aus den Ergebnissen der numerischen Berechnungen werden die Koeffizienten eines einfa-
chen Zwei-Massen-Modells bestimmt, welches die Bilanzierung der mechanischen Energi-
en der gemessenen Schwingungszusta¨nde ermo¨glicht. Mit diesem Simulationsmodell soll
schließlich der Nachweis erbracht werden, dass die gemessenen Druck- und Strukturam-
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plituden typischer Schwingungszusta¨nde aus dem energetischen Gleichgewicht zwischen
der anregenden Fluidarbeit im Labyrinth und der Schwingungsenergie der Strukturen
resultieren.
Zuna¨chst werden die Grundlagen fu¨r die Modelle der Komponenten des gekoppel-
ten Systems beschrieben. Es handelt sich dabei um numerische Stro¨mungsberechnungen
fu¨r das Fluid in der Labyrinthdichtung sowie um die Anwendung der Finite-Elemente-
Methode (FEM) zur Durchfu¨hrung numerischer Modalanalysen der Dichtungsstrukturen
und des Druckfeldes in der Kavita¨t. Fu¨r die Stro¨mungsberechnungen wird ein Programm
genutzt, das mit der Methode der finiten Differenzen in einem zweidimensionalen Quer-
schnitt der Labyrinthgeometrie die auftretenden Dru¨cke und Geschwindigkeiten stati-
ona¨r berechnen kann. Die Ergebnisse werden durch den Vergleich mit Druckmessungen
validiert. Die berechneten Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Dichtspalt, der an die Kavita¨t
angrenzt, sind notwendig zur quantitativen Bestimmung des konvektiven Koeffizienten
in der erweiterten HELMHOLTZ-Gleichung. Mit den Stro¨mungsberechnungen soll auch
gezeigt werden, dass ohne Kenntnis von Messdaten die Fluidkra¨fte in der Labyrinthkam-
mer und somit die Erregerkra¨fte des gekoppelten Systems bestimmt werden ko¨nnen. Die
numerischen Modalanalysen der Strukturen und des Druckfeldes werden mit kommerzi-
ellen FE-Programmen durchgefu¨hrt.
Im darauf folgenden Abschnitt werden Aufbau, Funktionsweise und Sensorausstat-
tung des Labyrinthdichtungs-Pru¨fstands beschrieben. Die Struktursteifigkeit verschiede-
ner Dichtungsvarianten sowie die Stro¨mungsrichtung in der Dichtung und A¨nderungen
von Zustromdruck und Druckdifferenz zwischen Zu- und Abstromseite der Dichtung
sind Versuchsparameter der Messungen. Das beobachtete Verhalten der gekoppelten
Schwingungen auf A¨nderungen dieser Parameter wird beschrieben. Die Verwendung von
Autopower- und Crosspower-Spektren erlaubt die Messung von Amplitudenwerten und
Phasenbeziehungen zwischen den Messpunkten. Die U¨berlagerung modaler Schwingun-
gen zu umlaufenden Wellen ermo¨glicht die Identifikation der Moden mittels der gemes-
senen Amplituden und Phasenwinkel. Die identifizierten modalen Schwingungen weisen
ein typisches Frequenzverhalten hinsichtlich der Stro¨mungsrichtung bzw. der Position
der Kavita¨t auf. Die beobachteten Unterschiede ko¨nnen durch die stro¨mungsabha¨ngige
Phase zwischen dem Druckfeld und den Strukturen erkla¨rt werden und sind von grund-
legender Bedeutung fu¨r die Simulationsrechnungen.
Der folgende Abschnitt beschreibt die Modellbildung der modalen Druckfelder. Erste
numerische Modalanalysen der Druckfelder in der Kavita¨t zeigen, dass die Standardfor-
mulierung der HELMHOLTZ-Gleichung als Berechnungsmodell nicht geeignet ist, um die
gemessene axiale Gestalt der Druckfelder wiederzugeben. Aus den gemessenen Druck-
amplituden werden durch Pegelrechnung Schnellepegel von mehr als 180 dB fu¨r die
Fluidteilchen im Druckfeld bestimmt. Die hohen Teilchengeschwindigkeiten legen nahe,
dass die bei der Herleitung der akustischen Wellengleichung vernachla¨ssigten Geschwin-
digkeiten in den Bilanzgleichungen beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Zuna¨chst wird die
Herleitung der bekannten Wellengleichung beschrieben, die dann durch entsprechende
A¨nderungen auf die speziellen Anforderungen eines Modells modaler Druckfelder erwei-
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tert wird. Aus dieser Modifikation resultiert ein weiterer Term in der Wellengleichung, in
dem die Teilchenbeschleunigungen als Koeffizient des Druckgradienten auftreten. Die Be-
schleunigungen im zusa¨tzlichen konvektiven Koeffizienten der partiellen Differentialglei-
chung (PDG) ko¨nnen mittels Pegelrechnung aus den Messdaten bzw. durch berechnete
Stro¨mungsgeschwindigkeiten quantitativ bestimmt werden. Auch die Randbedingungen
zur Lo¨sung der partiellen Differentialgleichung werden durch den zusa¨tzlichen Koeffizien-
ten beeinflusst und ihre quantitative Bestimmung wird beschrieben. Die Auswirkungen
des zusa¨tzlichen Koeffizienten und der Randbedingungen auf die Druckeigenformen wird
mittels Variation der Berechnungsparameter dargestellt. Die mit dieser erweiterten Ei-
genwertgleichung berechneten Druckmoden zeigen eine sehr gute U¨bereinstimmung mit
den Messdaten und sind geeignet zur Berechnung der Koppelsteifigkeit in einem Simu-
lationsmodell. Anhand mehrerer Beispiele wird ein Vergleich zwischen den berechneten
Druckmoden und den gemessenen Druckfeldern durchgefu¨hrt.
Im letzten Abschnitt wird das Modell zur Simulation der gekoppelten Schwingun-
gen beschrieben, welches auf einer Bilanzierung der Schwingungsenergie basiert. Aus
den Phasenwinkeln der beobachteten Schwingungen kann geschlossen werden, dass die
gemessenen grenzstabilen Zusta¨nde keine Resonanzen des Systems darstellen. Fu¨r die
gemessenen Schwingungs- und Druckamplituden muss daher bei Vernachla¨ssigung der
schwachen Da¨mpfungskra¨fte ein Gleichgewicht zwischen der zugefu¨hrten Fluidarbeit und
der Schwingungsenergie der Strukturen existieren. Die als Absolutwert schwer zu bestim-
mende Verformungsenergie der Strukturen wird durch eine Na¨herung aus der kinetischen
Energie und der Fluidarbeit ersetzt. Die Amplitudenversta¨rkung bei der gemessenen Fre-
quenz der Schwingungen kann mit einem Zwei-Massen-Modell berechnet werden. Mit der
Amplitudenversta¨rkung kann die Na¨herung der Verformungsenergie um die dynamische
U¨berho¨hung vermindert werden. Daraus resultiert eine Abscha¨tzung der Verformungs-
energie, wie sie durch die statisch einwirkende Fluidarbeit hervorgerufen wu¨rde. Dieser
frequenzabha¨ngige statisch a¨quivalente Anteil an der Verformungsenergie wird mit der
Fluidarbeit verglichen. Bei der gemessenen Frequenz mu¨ssen diese beiden Energiegro¨ßen
im Gleichgewicht stehen. Mit den Simulationsrechnungen werden mehrere gemessene
Schwingungszusta¨nde, die charakteristische Frequenzen und Amplitudenwerte aufwei-
sen, analysiert. Fu¨r jeden Einzelfall ko¨nnen die gemessene Frequenzen und Amplituden
als notwendige Systemparameter zum Erreichen eines grenzstabilen Schwingungszustan-
des besta¨tigt werden.
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2 Modellierung der
Systemkomponenten
2.1 Anwendungen der Methode der finiten Elemente
In diesem Abschnitt sollen verschiedene Ausgangspunkte fu¨r die Anwendung der Finite
Elemente Methode (FEM) zur Lo¨sung kontinuumsmechanischer Probleme beschrieben
werden. Bei der Modellierung der Komponenten des gekoppelten Systems wird die FEM
zur Berechnung von Eigenschwingungen der Dichtungsstrukturen und des Druckfeldes in
der Kavita¨t benutzt. Die grundlegende Zielsetzung bei der Anwendung der FEM ist das
Auffinden einer Na¨herungslo¨sung fu¨r ein Variationsfunktional in einer Geometrie bzw.
einem mathematischen Gebiet, das durch eine Diskretisierung in eine Vielzahl einzelner
Elemente unterteilt ist und in denen jeweils eine Komponente der Gesamtlo¨sung un-
ter Beru¨cksichtigung von Randbedingungen und geometrischen U¨bergangsbedingungen
gegenu¨ber den Nachbarelementen berechnet wird. Die Variationsformulierung resultiert
aus der Variationsrechnung, einer mathematischen Methode, mit der Differentialglei-
chungen bestimmt werden ko¨nnen, die grundlegenden physikalischen Prinzipien genu¨gen.
So beschreibt FEYNMAN [FEY87] die Variationsmethode an einem einfachen Beispiel,
das die Bestimmung der Differentialgleichung fu¨r die Trajektorie eines Teilchens im Gra-
vitationsfeld aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung beschreibt. Er geht aus von der Dif-
ferenz aus kinetischer und potentieller Energie, die er u¨ber ein Zeitintervall integriert.
Von der Wirkung, dem Produkt aus Energie und Zeit, fordert er, dass sie im betrachteten
Zeitintervall minimal sein soll. Aus dieser Forderung leitet er eine Variationsformulie-
rung des Funktionals ab und berechnet schließlich die bekannte Differentialgleichung
F = mx¨. Fu¨r die Bewegung des Teilchens auf einer Wurfparabel im Schwerefeld ist
damit das anfangs geforderte Energieminimum erfu¨llt. Bei BATHE [BAT02] werden die
aus dem Variationsfunktional resultierenden Gleichungen als beherrschende Gleichung
des Problems bezeichnet. Die beherrschenden Differentialgleichungen ko¨nnen alternativ
auch als differentielle Formulierung aus dem Gleichgewicht der Systemgro¨ßen in jedem
Punkt eines Kontinuums hergeleitet werden.
Nach BATHE gibt es daher mehrere a¨quivalente Ausgangspunkte fu¨r die Problembe-
schreibung in der FEM. Neben dem direkten Aufstellen der Variationsformulierung als
Gesamtpotential des Systems kann auch von den beherrschenden Gleichungen ausgegan-
gen und der Weg der Herleitung aus einer Variationsformulierung ru¨ckwa¨rts beschritten
werden. Aus der beherrschenden DGL wird eine Integralgleichung formuliert, die durch
evtl. mehrfache Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes zur Herleitung des Funk-
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tionals fu¨hrt. Der GAUSSsche Integralsatz kann mit der partiellen Integration im ein-
dimensionalen Fall verglichen werden. Damit kann der Integralwert u¨ber die Divergenz
eines Vektorfeldes im Inneren eines Gebietes berechnet werden durch Integration u¨ber
den Fluss des Feldes durch die Grenzfla¨che des Gebietes. Die Anwendung der Integrati-
on erleichtert somit die Einbeziehung von Randbedingungen und reduziert die Ordnung
der Ableitungen in der resultierenden Variationsformulierung, was das Auffinden ge-
eigneter Ansatzfunktionen fu¨r die Na¨herungslo¨sung erleichtert. Der Integrand besteht
bei dem Verfahren aus der beherrschenden DGL, die mit einer Testfunktion multipli-
ziert wurde. In der technischen Mathematik werden diese Testfunktionen als virtuelle
Verschiebungen bezeichnet. Die Lo¨sung des Problems resultiert schließlich aus der For-
derung, dass die Variation des Integranden (bzw. des Gesamtpotentials) Null sein muss.
Dazu wird stets vorausgesetzt, dass die virtuellen Gro¨ßen an den Ra¨ndern verschwin-
den. Wegen der Reduzierung der Ableitungsordnung sind die Stetigkeitsanforderungen
an mo¨gliche Lo¨sungsfunktionen ebenfalls reduziert. Die Menge der mo¨glichen Ansatz-
funktionen ist gegenu¨ber den exakten Lo¨sungsfunktionen deutlich erweitert und muss
durch zusa¨tzliche Bedingungen fu¨r die globale Na¨herungslo¨sung eingeschra¨nkt werden.
Aus diesem Grund werden das Variationsfunktional auch als schwache Formulierung und
seine Lo¨sungsfunktionen als schwache Lo¨sungen bezeichnet.
An einem Beispiel aus der Elastostatik zeigt NORDMANN [NOR93] die Vorgehens-
weise bei der FEM ausgehend vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die Forderung
nach dem Verschwinden der gesamten virtuellen Arbeit aufgrund der virtuellen Verschie-
bung fu¨hrt zu
δW = δWi − δWa =
∫
V
δεTσdV −
∫
V
δuTfV dV −
∫
A
δuTfAdA−
∑
i
δuTi Fi = 0. (2.1)
Darin bezeichnet das erste Integral die virtuelle Arbeit der inneren Kra¨fte. Die folgenden
Integrale repra¨sentieren die a¨ußeren Volumenkra¨fte, Oberfla¨chenkra¨fte und Einzelkra¨fte.
Die Aufteilung des Berechnungsgebietes in Einzelelemente fu¨hrt zu einer Summation
u¨ber die virtuellen Arbeiten aller Elemente. Betrachtet man nur die innere Arbeit eines
Elementes, so erha¨lt man
δWei =
∫
V e
δεTσdVe, (2.2)
wobei die virtuellen Dehnungen und Scherwinkel aus der virtuellen Verschiebung gema¨ß
εx =
∂u
∂x
und γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
(2.3)
bei einachsigem Zug bzw. ebener Scherung bestimmt werden. Entsprechend der Dimen-
sion des Problems werden diese Ableitungen der Verschiebungen in einer Matrix T2
angeordnet und geben den Zusammenhang zwischen Verzerrung und Verschiebung im
Element wieder. In Vektorschreibweise folgt fu¨r diesen Zusammenhang
ε = T2 u bzw. δǫ
T = δuT T2. (2.4)
13
Die Nummerierung der Matrizen resultiert aus der spa¨teren Anordnung im Integranden.
Im na¨chsten Schritt wird der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Deh-
nungen bzw. Scherwinkeln im Element bestimmt. In der linearen Elastostatik handelt
es sich um linear elastisches Materialverhalten nach dem HOOKschen Gesetz. Dieses
Werkstoffgesetz kann bei einachsigem Zug durch σ = Eε beschrieben werden. Bei be-
liebigen Spannungszusta¨nden sind die Dehnungen und Scherwinkel durch aufwa¨ndige
Beziehungen mittels des Elastizita¨tsmoduls E und der Querkontraktionszahl ν mit den
Spannungen im Element verbunden. In der Kontinuumsmechanik resultiert dieser Zu-
sammenhang in der allgemeinsten Form aus einem Elastizita¨tstensor vierter Stufe, der
in Anwendungen jedoch zu Matrixformulierungen vereinfacht werden kann [SCH99]. Be-
standteil dieses Tensors sind die LAMME´schen Konstanten λ und µ, fu¨r die der folgende
Zusammenhang gilt:
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) und µ =
E
2(1 + ν)
(2.5)
Dieses Materialgesetz kann man wiederum in Matrixschreibweise darstellen, so dass aus
dem Vektor der Dehnungen und Scherwinkel mit der Matrix T3 des Materialgesetzes der
Spannungsvektor resultiert. Dieser Zusammenhang wird durch
σ = T3 ε bzw. σ = T2T3 u (2.6)
in Gleichung 2.2 beru¨cksichtigt. Ersetzt man auch noch δεT im Integranden durch die
entsprechende Formulierung aus Gleichung 2.4, so kann die virtuelle innere Arbeit des
Elements durch Gleichung
δWei =
∫
V e
δuTT T
2
T3T2u dV (2.7)
beschrieben werden. Damit ist die gesamte virtuelle Arbeit des Einzelelementes gegeben
durch
δWe =
∫
V e
δuTT T
2
T3T2u dV −
∫
V e
δuTfV dV −
∫
Ae
δuTfA dA−
∑
ie
δuTieFie = 0. (2.8)
Im na¨chsten Schritt wird die Verschiebung u im Inneren des Elementes durch die
Linearkombination geeigneter Ansatzfunktionen und der lokalen Knotenkoordinaten re
ausgedru¨ckt. Dieser Zusammenhang lautet mit der Matrix T1 der Ansatzfunktionen
u = T1 re bzw. δu
T = δrTe T1. (2.9)
Ersetzt man die Verschiebungen im Inneren des Elementes durch diesen Ansatz, so
resultiert der folgende Ausdruck fu¨r die gesamte virtuelle Arbeit des Einzelelements:
δWe = δr
T
e
{(∫
V e
T T
1
T T
2
T3T2T1 dV
)
re −
∫
V e
T T
1
fV dV −
∫
Ae
T T
1
fA dA−
∑
ie
T T
1
Fie
}
= 0
(2.10)
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Nach Multiplikation der Matrizen und Ausfu¨hrung der Integrationen stellen der erste
Term die Elementsteifigkeitsmatrix K und die folgenden Terme die Volumen-, Ober-
fla¨chen- und Einzelkra¨fte am Element dar. Die gesamte Formulierung der virtuellen
Arbeit ist damit auf eine Matrixgleichung reduziert:
δWe = δr
T
e {Kere − FV e − FAe − FEe} = 0 (2.11)
Da die virtuelle Verschiebung an den lokalen Koordinaten als beliebig angenommen
wurde, folgt aus dieser Gleichung, dass das Produkt aus Elementsteifigkeitsmatrix und
lokaler Verschiebung gleich der Summe aller am Element angreifenden Kra¨fte sein muss:
Kere = FV e + FAe + FEe (2.12)
Schließlich erfolgt noch die Einordnung des Elementes in das Gesamtsystem, was durch
das Ersetzen der lokalen durch globale Koordinaten geschieht. Die zugeho¨rige Trans-
formationsmatrix wird auf alle lokalen Koordinaten angewandt. SCHA¨FER [SCH99]
beschreibt die Eigenschaften der Ansatzfunktionen und das Vorgehen zur Bestimmung
globaler Ansatzfunktionen ausfu¨hrlicher. Diese Beschreibung soll hier in wenigen Sa¨tzen
zusammengefasst werden: Eine grundlegende Forderung an die Ansatzfunktionen ist die
Erfu¨llung von Stetigkeitsanforderungen an den Elementu¨berga¨ngen, um die Stetigkeit
der globalen Lo¨sungsfunktion zu sichern. Funktionen, die die problembezogenen Ste-
tigkeitsanforderungen erfu¨llen, werden als konforme Ansa¨tze bezeichnet. Es ist jedoch
teilweise mo¨glich und einfacher, eine Na¨herungslo¨sung aus nicht konformen Ansa¨tzen
zu konstruieren, wodurch Polynome mit niedriger Ordnung als Ansatzfunktion mo¨glich
sind. Solche Funktionen na¨hern beispielsweise bei Balken- oder Schalenelementen die Bie-
gelinien durch Polygonzu¨ge mit unstetigen Ableitungen an. Eine ga¨ngige Vorgehensweise
zur Bestimmung der Ansatzfunktionen ist die Einfu¨hrung von lokalen Formfunktionen.
Mit diesen werden die Ansa¨tze als Linearkombination aus den Formfunktionen mit den
lokalen Freiheitsgraden der Knotenpunkte als Koeffizienten dargestellt. Diese globalen
Formfunktionen sind an allen Knotenpunkten gleich Null, außer an denjenigen, die mit
den lokalen Freiheitsgraden zur Ansatzfunktion beitragen. Aus dieser mathematischen
Darstellungsweise der Ansatzfunktionen resultieren du¨nn besetzte Steifigkeitsmatrizen,
die Bandstrukturen aufweisen und mit geeigneten Lo¨sungsalgorithmen zur gesuchten
Na¨herungslo¨sung des Problems fu¨hren.
Zur Herleitung der FEM fu¨r dieselbe Anwendung in der Elastostatik geht SCHA¨FER
von der NAVIER-CAUCHYschen Gleichung der linearen Elastizita¨tstheorie aus. Fu¨r
zeitabha¨ngige Probleme ist sie in der Form
ρ
D2ui
Dt2
= (λ+ µ)
∂2uj
∂xi∂xj
+ µ
∂2ui
∂xj∂xj
+ ρfi (2.13)
angegeben. Darin sind die Koeffizienten λ und µ wieder die LAMME´schen Konstanten
aus 2.5. Die Zeitableitung des ersten Terms wird als materielle Zeitableitung bezeich-
net und besteht aus der Summe von lokaler und konvektiver Beschleunigung. Der letzte
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Term stellt die Volumenkra¨fte des Elements dar. Alternativ zu der hier in Tensornotation
dargestellten Form der partiellen Differentialgleichung (PDG) kann auch eine Darstel-
lung mit den Symbolen der Vektoranalysis gewa¨hlt werden. Von dieser Schreibweise wird
im FE-Berechnungsprogramm FEMLAB Gebrauch gemacht [FEM00]. Die PDG lautet
dann
ρ
∂2u
∂t2
−∇ · c∇u = K (2.14)
und ist bis auf die fehlende konvektive Beschleunigung a¨quivalent zu Gleichung 2.13.
Dabei bezeichnet K die Volumenkra¨fte. Zuna¨chst wird der Gradient der Verschiebun-
gen bestimmt und anschließend der Divergenzoperator auf den Term angewandt. Dies
entspricht der Indizierung der Ableitungen in Gleichung 2.13. Im Koeffizienten c sind
die LAMME´schen Konstanten implizit enthalten. Der Koeffizient entspricht dem bereits
erwa¨hnten Tensor vierter Stufe, der als Materialgesetz die Dehnungen mit den auftre-
tenden Spannungen verknu¨pft. Beru¨cksichtigt man weiter, dass nach den Gleichungen
2.3 die Dehnung im einachsigen Fall der Ableitung und im mehrdimensionalen Fall dem
Gradienten der Verschiebungen entspricht, so wird die A¨quivalenz der beiden Gleichun-
gen ersichtlich. Der Gradient der Verschiebungen entspricht den Dehnungen, die mit
dem Materialgesetz als Koeffizienten zum Spannungstensor fu¨hren. Die Divergenz des
Spannungstensors steht schließlich zusammen mit den Volumenkra¨ften in jedem Punkt
der Struktur im Gleichgewicht mit den instationa¨ren Kra¨ften, die durch die Dichte und
die zweiten Zeitableitungen im ersten Term beschrieben werden.
Stationa¨re Probleme werden mit der NAVIER-CAUCHYschen Gleichung unter Ver-
nachla¨ssigung des instationa¨ren Terms beschrieben. SCHA¨FER zeigt an einem Beispiel
aus der linearen Elastizita¨tstheorie den Weg von der beherrschenden PDG zur schwachen
Formulierung des Variationsfunktionals. Ausgehend von der Gleichung
(λ+ µ)
∂2uj
∂xi∂xj
+ µ
∂2ui
∂xj∂xj
+ ρfi = 0 (2.15)
gelangt er nach Multiplikation mit einer Testfunktion ϕi (virtuelle Verschiebung) und
der Ausfu¨hrung der Volumenintegration unter Anwendung des GAUSSschen Satzes zu
der Gleichung∫
V
[
(λ+ µ)
∂uj
∂xi
+ µ
∂ui
∂xj
]
∂ϕi
∂xj
dV =
∫
V
ρfiϕidV +
∫
S
RijnjϕidS, (2.16)
in der der Tensor Rij dem Spannungstensor und nj dem Normalenvektor auf den Rand
des Gebietes entsprechen. Die partielle Integration (GAUSSscher Satz) fu¨hren zu ei-
ner Verminderung der Ableitungsordnung in der eckigen Klammer. Zugleich wird die
Testfunktion nach der Verschiebungskoordinate abgeleitet, so dass daraus nach Glei-
chung 2.3 eine Gro¨ße resultiert, die der Dehnung entspricht. Wegen der Voraussetzung,
dass die Testfunktion auf dem Rand des Gebietes zu Null wird, verschwindet bei der
partiellen Integration ein Term, der an den Ra¨ndern des Gebietes ausgewertet wird. Ver-
gleicht man Gleichung 2.16 mit Gleichung 2.1, so sind auch hier, bis auf die fehlenden
Einzelkra¨fte, zwei a¨hnliche Gleichungen zu erkennen. Die eckige Klammer entha¨lt das
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Materialgesetz, das zusammen mit dem Tensor der Dehnungen auf den Spannungsten-
sor fu¨hrt. Die Ableitung der Testfunktion kann mit der virtuellen Dehnung im ersten
Integral von 2.1 gleichgesetzt werden. In den weiteren Integralen taucht die Testfunktion
bzw. virtuelle Verschiebung ohne Ableitung auf. Das dritte Integral entha¨lt wiederum
den Spannungstensor, dessen Fluss in Normalenrichtung u¨ber den Rand des Gebietes
die Spannungsrandbedingung beschreibt. Auch in dieser Formulierung findet sich daher
die Gleichsetzung von innerer Arbeit aus Spannungen und Dehnungen und den a¨ußeren
Arbeiten aus Volumen-, Rand- und evtl. Einzelkra¨ften an den Knoten wieder.
Dieser Vergleich soll einerseits einen kurzen U¨berblick u¨ber die Methode der finiten
Elemente geben und andererseits verdeutlichen, dass die FEM ganz allgemein ein Werk-
zeug zur Lo¨sung von Differentialgleichungen in einem Gebiet darstellt. In dieser Arbeit
werden neben den FE-Berechnungen der Struktureigenformen auch Eigenformen von
Druckfeldern berechnet, deren beherrschende Gleichung die akustische Wellengleichung
ist. Diese Gleichung lautet in der Schreibweise der FE-Software FEMLAB
∂2p
∂t2
−∇ · a2∇p = 0, (2.17)
woraus sofort die formale U¨bereinstimmung mit Gleichung 2.14 zu erkennen ist. Der Ko-
effizient des instationa¨ren Terms ist bei der akustischen Wellengleichung gleich eins und
der Koeffizient der Ableitung der Systemvariablen ist in diesem Fall kein Tensor ho¨here
Stufe, sondern eine skalare Gro¨ße. Der Koeffizient a2 entspricht hier dem Quadrat der
adiabaten Schallgeschwindigkeit. Gleichung 2.14 kann man also auch so interpretieren,
dass durch sie die Ausbreitung von Strukturwellen beschrieben wird. Wegen der Tensor-
Gestalt des Koeffizienten und infolge der Kopplung von ra¨umlichen Spannungen durch
die Querdehnungen im Material, treten Strukturwellen als gekoppelte Scher- und Kom-
pressionswellen auf, wa¨hrend Druckwellen in einem Fluid lediglich als Verdichtungswellen
in Erscheinung treten.
Zur Durchfu¨hrung numerischer Modalanalysen werden aus den beherrschenden Glei-
chungen Eigenwertformulierungen abgeleitet. Dabei wird unter der Annahme einer
zeitharmonischen Schwingung der instationa¨re Term eliminiert und die Gleichung ei-
nes Ausbreitungs- oder Anfangswertproblems in die eines stationa¨ren Randwertpro-
blems umgewandelt. Fu¨r die Strukturberechnungen wurde das Programmpaket PA-
TRAN/NASTRAN benutzt, das zum Setzen der Randbedingungen oder evtl. vorhan-
dener a¨ußerer Lasten an den Freiheitsgraden der Knoten entsprechende Bedingungen
vorsieht. Die Berechnungsgitter sind strukturierte Gitter, bei denen die Anzahl und Po-
sition der Knoten unmittelbar festgelegt werden kann. Bei der Berechnung der Druck-
eigenformen mit dem Programm FEMLAB wird das Gebiet durch ein unstrukturiertes
Tetraeder-Netz (DELAUNAY-Triangulierung) diskretisiert. Die genaue Zahl und Posi-
tion der Knotenpunkte ist nicht direkt bestimmbar, so dass die Randbedingungen fu¨r
die einzelnen Teiloberfla¨chen angegeben werden mu¨ssen. Auch in der Auswahl der Ele-
mente unterscheiden sich die Programme. Wa¨hrend fu¨r Strukturen mit ausreichender
Materialdicke zwischen einer Dikretisierung mit Volumenelementen und fla¨chigen Scha-
lenelementen mit jeweils geeigneten Ansatzfunktionen gewa¨hlt werden kann, bietet die
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Diskretisierung mit Tetraedern lediglich die Mo¨glichkeit zur Bestimmung der Ordnung
der Ansatz-Polynome. Bei einer großen Anzahl von Freiheitsgraden, wie sie zur Diskreti-
sierung der Kavita¨t notwendig sind, wa¨chst mit Ansatzfunktionen ho¨herer Ordnung die
Rechenzeit wegen der u¨berproportionalen Vergro¨ßerung der zu lo¨senden Gleichungssy-
steme sehr stark an.
2.2 Finite-Elemente-Modelle der Strukturen
Die FE-Modelle der Dichtungsstrukturen wurden mit dem Programm PATRAN erstellt
und basieren auf einem strukturierten Netz mit zweidimensionalen Schalenelementen
(QUAD4-Elemente), denen die Bauteildicke als Parameter zugewiesen wird. Die Elemen-
te haben lediglich vier Knotenpunkte, jedoch ist die Ordnung der verwendeten Ansatz-
funktionen derart, dass neben den Verschiebungen auch die Biegewinkel in der Lo¨sung
beru¨cksichtigt werden. Die Elemente ko¨nnen durch Einzelkra¨fte an den Knoten und
Fla¨chenkra¨fte belastet werden. Die Einspannbedingungen am Befestigungsflansch der
Strukturen sind durch Nullsetzen der Freiheitsgrade an den Knoten entlang des Teil-
kreises der Verschraubung beru¨cksichtigt. Die Dichtstreifen des Labyrinths werden mit
demselben Elementtyp modelliert. Um Materialdopplung und damit eine Vergro¨ßerung
der Steifigkeit an den Verbindungsknoten zwischen Dichtstreifen und Strukturschaft zu
vermeiden, sind die Knoten der Dichtstreifen ra¨umlich von den Knoten des Schaftes ge-
trennt. Sie liegen an der Strukturoberfla¨che, sind jedoch bezu¨glich ihrer Freiheitsgrade
durch Zusatzbedingungen an die Bewegung des Strukturschaftes gekoppelt. Abbildung
2.1 zeigt das deformierte FE-Netz des Rotor100 mit der Eigenform der Knotenzahl vier.
X
Y
Z
  default_Deformation :
Max 4.40-02 @Nd 1112
 MSC/PATRAN Version 9.0 17-Aug-00 12:08:08
Deform: Default, A1:Mode 7 : Freq. = 1896.9: Eigenvectors, Translational
Abbildung 2.1: FE-Netz des Rotors mit der Knotenzahl vier
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2.3 Finite-Elemente-Modelle des Druckfeldes
Die Diskretisierung des Fluidvolumens in der Kavita¨t erfolgt durch eine automatische
Gittergenerierung. Dabei wird ein unstrukturiertes Netz aus Tetraederelementen erzeugt
(DELAUNAY-Triangulierung), dessen Elementgro¨ße und -verteilung nur indirekt durch
verschiedene Parameter kontrolliert werden kann, die die Wachstumsrate und die An-
passung der Elemente an die Oberfla¨chen der Geometrie bestimmen. Zur Reduktion
der Elementzahl wurde die Geometrie der Kavita¨t dahingehend modifiziert, dass die
am Bauteil verrundeten Elemente des axialen Stro¨mungsgitters durch einen Polygonzug
angena¨hert wurden, der eine bessere Anpassung der Tetraederelemente erlaubt. Den-
noch ist die Elementdichte im Bereich des Axialgitters sehr hoch und die Zahl der Ele-
mente entsprechend Groß. Fu¨r das in Abbildung 2.2 angedeutete Gitter beno¨tigt das
Berechnungsprogramm FEMLAB 16463 Knoten und 52538 Elemente. Da es sich bei
der berechneten Druckfunktion um eine skalares Feld handelt, entspricht die Zahl der
Freiheitsgrade der Knotenzahl. Fu¨r die Tetraederelemente wurden lineare Ansatzfunk-
tionen gewa¨hlt, die trotz der großen Elementzahl eine Eigenwertberechnung in wenigen
Minuten ermo¨glichen. Nachteilig erweist sich bei dieser Kombination aus großer Elem-
entzahl und einfachen linearen Ansa¨tzen, dass die Druckfunktion teilweise keinen glatten
Verlauf aufweist. Die Anwendung quadratischer Ansatzfunktionen u¨bersteigt jedoch die
Rechen- und Speicherleistung der verfu¨gbaren Arbeitsplatzrechner und fu¨hrt zu Pro-
grammabstu¨rzen.
Abbildung 2.2: FE-Diskretisierung der Kavita¨t
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3 Berechnung der Labyrinthstro¨mung
3.1 Einfluss der Labyrinthstro¨mung auf das gekoppelte
System
Aus der Schwingung der Strukturen resultieren periodische A¨nderungen der Stro¨mung
in der Labyrinthkammer und in den Dichtspalten. Diese Stro¨mungsa¨nderungen haben
in zweifacher Hinsicht wesentliche Einflu¨sse auf das gekoppelte System:
• Die aus der Stro¨mung resultierende Drucka¨nderung in der Labyrinthkammer be-
aufschlagt die Oberfla¨chen der Labyrinthkammer und fu¨hrt zu periodischen Erre-
gerkra¨ften auf die Strukturen.
• Die A¨nderung der Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt fu¨hrt zu einer Schwin-
gungsanregung der Fluidteilchen in der angrenzenden Kavita¨t. Die Anregung des
Druckfeldes in der Kavita¨t erfolgt u¨ber die Schnelle der Fluidteilchen am Dicht-
spalt. Die Kavita¨t als akustischer Resonator versta¨rkt diese Fluidschwingung.
Die Stro¨mungsa¨nderungen resultieren sowohl aus der A¨nderung der Spaltho¨he in-
folge der Strukturschwingungen als auch aus der Druckschwingung in der Kavita¨t als
Randbedingung fu¨r die Stro¨mung. Diese Interaktion zwischen dem Druckfeld und der
Spaltstro¨mung ist ein wesentlicher Kopplungsmechanismus fu¨r das System. Zur Berech-
nung der Spaltstro¨mung sind die dynamischen Druckschwingungen in der Kavita¨t zu
der statischen Druckdifferenz zwischen Ein- und Ausstrom zu addieren. Liegt die Ka-
vita¨t hochdruckseitig, so erreicht der dynamische Druck in der Kavita¨t sein Maximum
bei minimaler Spaltho¨he und erho¨ht damit den Einstromdruck am Spalt. Umgekehrt
wird bei maximaler Spaltho¨he der Druck im Einstrombereich des Spaltes durch die
Druckschwingung vermindert, so dass die dynamischen Druckrandbedingung zu einer
gleichma¨ßigeren Stro¨mungsgeschwindigkeit beitragen. Bei niederdruckseitiger Kavita¨t
treten die dynamischen Druckschwingungen ausstromseitig auf. Daher wird bei mini-
maler Spaltho¨he der stationa¨re Druck am Ausstrom um den Amplitudenwert der dy-
namischen Druckschwingung abgesenkt. Bei maximaler Spaltho¨he wird der stationa¨re
Druck am Ausstrom um den dynamischen Anteil erho¨ht. Somit wird die Differenz des
Absolutdrucks zwischen Ein- und Ausstrom bei minimaler Spaltho¨he dynamisch erho¨ht
und bei maximaler Spaltho¨he vermindert. Auch in diesem Fall resultiert aus den dyna-
mischen Drucka¨nderungen in der Kavita¨t eine gleichma¨ßigere Stro¨mungsgeschwindigkeit
im Dichtspalt.
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3.2 Numerische Stro¨mungsberechnungen
Zur Durchfu¨hrung statistisch stationa¨rer Stro¨mungsberechnungen muss vorausgesetzt
werden, dass die Stro¨mung im Spalt stets ohne zeitliche Verzo¨gerung der Strukturbewe-
gung folgen kann. Dies bedeutet, dass Tra¨gheitskra¨fte im Fluid klein sind gegenu¨ber den
Kra¨ften aus dem Druckpotential. Da die vera¨nderliche Spaltstro¨mung als Anregung fu¨r
das modale Druckfeld betrachtet wird, wu¨rde aus der Tra¨gheit der periodischen Fluid-
stro¨mung eine gegenu¨ber der Strukturschwingung verzo¨gerte Anregung des Druckfeldes
resultieren. Die gemessenen Phasenwinkel zwischen dem Druckfeld und den Strukturen
weisen jedoch nicht auf ein U¨berschwingen der Stro¨mung gegenu¨ber der Strukturschwin-
gung hin. Es wird daher angenommen, dass die Stro¨mung bei Systemfrequenzen zwischen
0.5 kHz und 1.2 kHz und bei Einstromdru¨cken von maximal 7 bar der Strukturbewe-
gung ohne relevante Verzo¨gerung folgen kann.
Die Stro¨mungsberechnungen wurden mit einem einfachen zweidimensionalen Berech-
nungsprogramm durchgefu¨hrt, das auf dem Finite-Differenzen-Verfahren basiert. Das
Programm ist Teil des Software-Paketes SEAL2D/3D zur Berechnung rotordynamischer
Koeffizienten von Labyrinthdichtungen in rotierenden Maschinen [DIE88]. In der zwei-
dimensionalen Berechnung werden die Startwerte fu¨r die anschließende Berechnung des
dreidimensionalen Stro¨mungsfeldes in der Labyrinthdichtung bestimmt. Das Programm
eignet sich sowohl zur Berechnung inkompressibler wie auch kompressibler Stro¨mungen.
Beide Programmteile verfu¨gen u¨ber ein k − ε-Modell zur Turbulenzmodellierung und
u¨ber ein logarithmisches Wandgesetz zur Modellierung der Stro¨mungsgrenzschicht. Die
resultierenden Stro¨mungen ko¨nnen daher als statistisch stationa¨r bezeichnet werden, da
die stationa¨ren Stro¨mungsfeldgro¨ßen aus einer Mittelung der instationa¨ren Turbulenz
resultieren. Abbildung 3.1 zeigt ein typisches Geschwindigkeitsprofil im Labyrinth. Im
Bereich der Strukturen sind die Geschwindigkeiten an den Knoten des rechtwinkligen
Berechnungsnetzes zu Null gesetzt. Vergleichsrechnungen mit dem kommerziellen Pro-
gramm ANSYS-CFX5 zeigen, dass die im Labyrinth berechneten Geschwindigkeiten und
Dru¨cke nahezu u¨bereinstimmen. Zur Berechnung der Koeffizienten fu¨r das mathemati-
sche Modell der Druckmoden ko¨nnen daher beide Programme gleichermaßen verwendet
werden. Vorteilhaft bei der Anwendung des 2D-Programmes ist die schnelle Anpassung
der Berechnungsparameter und die kurze Rechenzeit bei Variantenrechnungen.
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Abbildung 3.1: Vektorplot der Stro¨mungsgeschwindigkeit im Labyrinth
3.3 Periodische Drucka¨nderung im Labyrinth
Werden Strukturschwingungen in der Versuchsanlage beda¨mpft, so wird ein
Stro¨mungszustand im Labyrinth erreicht, der direkt mit den Ergebnissen der
Stro¨mungsberechnung verglichen werden kann. Da in der Labyrinthkammer nur ein
Drucksensor an der Statoroberfla¨che vorhanden ist, kann mit den Berechnungsergeb-
nissen die Frage gekla¨rt werden, ob beide Strukturen durch die gleichen Druckkra¨fte
beaufschlagt werden. Die Rechnungen zeigen, dass der Druck in der Labyrinthkammer,
trotz der starken Stro¨mungsa¨nderung durch den Kammerwirbel, anna¨hernd konstant
bleibt. Abbildung 3.2 zeigt einen Plot der Druckverteilung u¨ber der Fla¨che der Labyrinth-
kammer aus einer 2D-Berechnung. Durch das Vorhandensein des modalen Druckfeldes
a¨ndern sich, je nach Position der Kavita¨t, die Druckrandbedingungen der Labyrinth-
stro¨mung auf der Hoch- oder Niederdruckseite. Die Druckschwingung erho¨ht und ver-
mindert periodisch den Zu- oder Abstromdruck, so dass auch in der Labyrinthkammer
eine periodische Drucka¨nderung erfolgt. Diese Drucka¨nderung wird durch die Druck-
schwingung in der Kavita¨t hervorgerufen, sie ist selbst jedoch ausschließlich durch die
resultierende Stro¨mungsa¨nderung im Labyrinth festgelegt. Es ist keine dynamische Am-
plitudenu¨berho¨hung infolge von Fluidschwingungen in der Kammer erkennbar.
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Abbildung 3.2: Druckverteilung u¨ber dem Labyrinthquerschnitt
Zur Berechnung der stro¨mungsbedingten Drucka¨nderungen in der Labyrinthkam-
mer werden jeweils eine Stro¨mungsberechnung bei maximaler und minimaler Spaltho¨he
durchgefu¨hrt. Die durch das modale Druckfeld verursachten Drucka¨nderungen werden
in den Druckrandbedingungen der Stro¨mungsrechnung beru¨cksichtigt. Die Ergebnisse
dieser Berechnungen zeigen eine gute U¨bereinstimmung mit den gemessenen Dru¨cken
in der Labyrinthkammer. Bei einer Schwingung der Knotenzahl zwei mit hochdruck-
seitiger Kavita¨t und einem Einstromdruck von 6.9 bar, reicht eine Druckdifferenz von
0.85 bar zwischen Ein- und Ausstrom aus, um in der Kavita¨t eine Druckamplitude von
0.3 bar zu erzeugen. Die Summe beider Strukturamplituden betra¨gt ca. 0.13 mm bei
einer Ruhespaltho¨he von 0.15 mm. Die resultierende Druckamplitude im Labyrinth be-
tra¨gt 0.205 bar bei einem gemessenen Wert von 0.223 bar. Ein a¨hnlich gutes Ergebnis
wird bei der Berechnung mit den Daten einer Schwingung der Knotenzahl zwei bei
niederdruckseitiger Kavita¨t und 6.9 bar Einlassdruck erzielt. Hier werden 1.7 bar Druck-
differenz beno¨tigt, um eine dynamische Druckamplitude von 0.265 bar in der Kavita¨t
zu erzielen. Die Summe der Strukturamplituden betra¨gt lediglich 0.055 mm. Daraus
resultieren entsprechend kleine Drucka¨nderungen in der Labyrinthkammer von lediglich
0.088 bar, die durch den berechneten Wert von 0.0825 bar wiederum leicht unterscha¨tzt
werden. Bei den Ergebnissen ist zu beru¨cksichtigen, dass durch die Geometrieerzeugung
des Programmes SEAL2D stets die Stro¨mungsberechnung durch Dichtspalte von glei-
cher Ho¨he erfolgt. Dadurch kann die Kinematik der Strukturschwingung nicht vollsta¨ndig
abgebildet werden. KISSEL [KIS97] bezeichnet den Effekt unterschiedlicher Spaltho¨hen
infolge der Struktureigenform als dynamische Spaltweitena¨nderung und misst ihr einen
betra¨chtlichen Einfluss auf das Schwingungsverhalten bei. Da die A¨nderung der dyna-
mischen Spaltho¨he in den Stro¨mungsberechnungen mit SEAL2D durch eine Parallelver-
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schiebung der Struktur erreicht und die in der Schwingbewegung enthaltene Verkippung
des Labyrinths vernachla¨ssigt wird, ist bei den Berechnungsergebnissen ein gewisser sy-
stematischer Fehler anzunehmen.
Die Ergebnisse der Druckberechnungen im Labyrinth sind in erster Linie wichtig als
Besta¨tigung der Annahme, dass die Drucka¨nderungen im Labyrinth keine Schwingungs-
vorga¨nge sind, sondern nur auf der A¨nderung des Stro¨mungsfeldes infolge der Struktur-
schwingungen beruhen. Insbesondere die in der Literatur ha¨ufig vertretene Annahme,
dass fu¨r die Umfangsla¨nge des Labyrinths akustische Resonanzfrequenzen bestimmt wer-
den ko¨nnen, die das gesamte Schwingungsverhalten maßgeblich beeinflussen, kann durch
die Messung und Berechnung der Dru¨cke im Labyrinth entkra¨ftet werden. Die gemesse-
ne Systemfrequenz von 685 Hz bei der Knotenzahl zwei mit niederdruckseitiger Kavita¨t
ist nahezu identisch mit der nach ABBOTT [ABB81] berechneten akustischen Reso-
nanzfrequenz. Dennoch werden in der Labyrinthkammer mit 0.088 bar tendenziell klei-
ne Druckamplituden gemessen, die mit den Ergebnissen aus Stro¨mungsrechnungen gut
u¨bereinstimmen und offenbar keine dynamische U¨berho¨hung aufweisen. Die Betrachtung
der Drucka¨nderungen im Labyrinth als stro¨mungsbedingte Fluid-Erregerkraft erweist
sich daher als gerechtfertigt und ist fu¨r die Simulation des Schwingungsverhaltens von
großer Bedeutung. In einer rein modellbasierten Analyse der Schwingungen ko¨nnen so-
mit die Fluid-Erregerkra¨fte auf die Strukturen durch geeignete Stro¨mungsberechnungen
bestimmt werden.
3.4 Periodische Stro¨mungsa¨nderungen im Dichtspalt
Die Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt variiert bei konstantem Druckverha¨ltnis
mit der Spaltho¨he, ist also von der Amplitude der Strukturschwingung abha¨ngig. Ent-
spricht die Summe der Schwingungsamplituden beider Strukturen gerade dem Ruhe-
spaltspiel, so fu¨hrt die Schwingung zum Anstreifen der Dichtung und im Kontaktpunkt
ist die Stro¨mungsgeschwindigkeit Null. An der Position mit maximalem Spaltspiel wird
eine Stro¨mungsgeschwindigkeit erreicht, die oberhalb der Geschwindigkeit bei Ruhe-
spaltho¨he liegt. Die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen maximaler und minimaler
Spaltho¨he nehmen bei Verminderung der Ruhespaltho¨he zu. Damit nimmt auch die
Anregung der Druckschwingungen in der Kavita¨t zu und fu¨hrt zu der bekannten Beob-
achtung, dass Dichtungen mit kleinen Spaltho¨hen versta¨rkt zu instabilem Verhalten nei-
gen [ABB81], [EHR68], [LEW78]. Die Ursache fu¨r die starke Reduzierung der mittleren
Stro¨mungsgeschwindigkeit bei kleinen Spaltho¨hen sind im Auftreten von Ablo¨sewirbeln
an den Kanten der Dichtstreifen und Randschichteffekten zu suchen. Diese haben mit
kleiner werdender Spaltho¨he einen zunehmenden relativen Anteil an der durchstro¨mten
Fla¨che und reduzieren die mittlere Stro¨mungsgeschwindigkeit in den Randbereichen
des Spaltes. Dies fu¨hrt bei sehr kleinen Spaltho¨hen zu insgesamt stark verminderten
Stro¨mungsgeschwindigkeiten. Ab einem gewissen Stro¨mungsquerschnitt nimmt der Ein-
fluss von Ablo¨sewirbeln und Randschichteffekten auf die Stro¨mungsgeschwindigkeit ab.
Der Zusammenhang zwischen Spaltho¨he und Stro¨mungsgeschwindigkeit ist in Abbil-
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dung 3.3 dargestellt. Es handelt sich dabei um berechnete Werte fu¨r den einstromseiti-
gen Spalt bei hochdruckseitiger Kavita¨t und einem Einlassdruck von 7 bar sowie einem
Druckverha¨ltnis von ca. 0.9.
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Abbildung 3.3: Abha¨ngigkeit der Stro¨mungsgeschwindigkeit von der Spaltho¨he
Das Geschwindigkeitsdiagramm zeigt bis ca. 0.07 mm Spaltho¨he einen Bereich, in
dem die Stro¨mungsgeschwindigkeit sehr stark von der Spaltho¨he abha¨ngig ist. Oberhalb
von 0.1 mm Spaltho¨he ist die Abha¨ngigkeit deutlich geringer. Fu¨r Spaltho¨hen, die das
hier betrachtete Maß u¨berschreiten, wird die Stro¨mungsgeschwindigkeit nur noch vom
Druckverha¨ltnis abha¨ngig sein. Wegen der Abha¨ngigkeit der Stro¨mungsgeschwindigkeit
im Spalt von Ablo¨sewirbeln und Randschichteffekten haben die im Berechnungspro-
gramm implementierten Wand- und Turbulenzmodelle einen erheblichen Einfluss auf den
berechneten Geschwindigkeitsverlauf. Bei den Ergebnissen der Stro¨mungsberechnung
ko¨nnen daher eventuell systematische Fehler auftreten. Dennoch fu¨hren die berechneten
Geschwindigkeiten der Spaltstro¨mung zu guten Ergebnissen bei der Modellierung des
modalen Druckfeldes.
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4 Experimentelle Untersuchungen
4.1 Vorbemerkungen zum experimentellen Teil
Diese Arbeit basiert auf experimentellen Untersuchungen an einem Pru¨fstand, der
zuvor an der Universita¨t Kaiserslautern im Rahmen eines Forschungsprojektes der
Europa¨ischen Union (BRITE-EURAM) konstruiert, aufgebaut und betrieben wurde
[KIS97]. In einem nachfolgenden Forschungsprojekt, das maßgeblich von der Deutschen
Forschungsgemeinschaft finanziert wurde, konnte der Pru¨fstand an der TU-Darmstadt
wieder in Betrieb genommen werden. Die Zielsetzung dieses Forschungsvorhabens war
die Analyse der Stro¨mungs-Struktur-Wechselwirkung innerhalb der Labyrinthkammer.
Erste Messungen im Rahmen des Forschungsprojektes zeigten bereits, dass die maxima-
len Druckamplituden nicht in der Labyrinthkammer, sondern in der Kavita¨t außerhalb
der Labyrinthkammer auftreten. Gemessen wurden die unerwartet hohen Amplituden
zuna¨chst nur an einem Messpunkt, der in einem Abstand von ca. 5 mm vom Dichtspalt
positioniert ist. Die Messergebnisse stehen damit im Widerspruch zu einer ha¨ufigen
Annahme in der Literatur, nach der die Druck- und Stro¨mungsbedingungen im Ein-
und Ausstrombereich der Dichtungen vereinfachend als konstant angenommen werden
ko¨nnen (vgl. Abschnitt 1.2). Es handelt sich hierbei offensichtlich um eine Annahme,
durch die der Mess- und Modellierungsaufwand in realisierbaren Grenzen gehalten wer-
den soll.
Die Feststellung, dass am zuna¨chst einzigen vorhandenen Druckmesspunkt in der Ka-
vita¨t die reproduzierbar gro¨ßten Druckamplituden gemessen werden, fu¨hrt zu einer ge-
naueren Untersuchung der Druckausbreitung vom Dichtspalt weg, in die Kavita¨t hinein.
Dazu wurde die Druckmessung in der Kavita¨t um mehrere Messpunkte erweitert. Die
mit dieser Sensoranordnung durchgefu¨hrten Messungen zeigen, dass in Abha¨ngigkeit
von verschiedenen Versuchsparametern stets große Druckamplituden in der gesamten
Kavita¨t gemessen werden. Damit ist offensichtlich, dass in der Kavita¨t, im Vergleich
zur Labyrinthkammer, wesentlich gro¨ßere Strukturoberfla¨chen durch deutlich gro¨ßere
Druckamplituden dynamisch belastet werden und der Einfluss dieser fla¨chig ausgedehn-
ten Druckfelder auf das gekoppelte schwingungsfa¨hige System nicht vernachla¨ssigt wer-
den darf.
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4.2 Eigenschaften des Pru¨fstandes
Im Rahmen des experimentellen Teiles eines Forschungsprojektes der Deutschen
Forschungsgemeinschaft wurde ein bereits existierender Pru¨fstand an der TU
Darmstadt aufgebaut und wieder in Betrieb genommen. Konstruktiv weist dieser
Labyrinthdichtungs-Pru¨fstand eine Reihe von Vereinfachungen gegenu¨ber Labyrinth-
dichtungen in realen Maschinen auf. Der Aufbau des Pru¨fstandes ist in der Prinzipskiz-
ze 4.1 dargestellt. Die wichtigste Vereinfachung besteht in der Befestigung beider Dich-
tungsstrukturen im Geha¨use. Sowohl die als Stator bezeichnete a¨ußere Struktur wie auch
die als Rotor bezeichnete innere Struktur sind fest mit dem Geha¨use des Pru¨fstandes
verschraubt und ko¨nnen keine Relativbewegung zueinander ausfu¨hren. Die Verschrau-
bungsfla¨chen der Flansche beider Strukturen befinden sich an der gleichen axialen Posi-
tion im Geha¨use. Der weiterhin als Schaft der Dichtungen bezeichnete zylindrische Teil
ist von konstanter Wandsta¨rke und fu¨r Stator und Rotor gleich lang. Die Wandsta¨rke
der Strukturen ist die einzige vera¨nderbare geometrische Gro¨ße, um die Eigenfrequen-
zen der Dichtungen zu beeinflussen. Da die Eigenfrequenzen rohrfo¨rmiger Strukturen
wesentlich sta¨rker durch den Außendurchmesser, als durch die Wanddicke beeinflusst
werden, variiert die Dicke der Strukturen in einem weiten Bereich zwischen 1.4 mm und
10 mm [ALZ02]. Der Innendurchmesser des Stators betra¨gt 320 mm und die mittle-
re Umfangsla¨nge der Labyrinthkammer ca. 990 mm. Die axiale La¨nge beider Struktu-
ren betra¨gt 135.5 mm. Der Rotor tra¨gt am freien Schaftende, gegenu¨ber dem Befesti-
gungsflansch, ein einfaches Ein-Kammer-Durchblicklabyrinth, das durch zwei umlaufen-
de Dichtstreifen gebildet wird. Die Breite der Dichtstreifen betra¨gt an der Spitze 0.6mm,
der axiale Abstand der Streifen betra¨gt 7 mm und ihre Ho¨he 5 mm fu¨r alle Strukturva-
rianten. Die Dichtungen sind, wie der gesamte Pru¨fstand, aus Stahl gefertigt. Das Ar-
beitsmedium fu¨r die Versuche ist Druckluft mit variablen Ein- und Auslassdru¨cken. Die
Drallringe im Zu- und Abstrombereich der Dichtungen stellen axiale Stro¨mungsgitter
mit 0◦ und 60◦ Drallwinkel dar. Ihre urspru¨ngliche Funktion ist wegen der geringen
Stro¨mungsgeschwindigkeit außerhalb der Dichtspalte vernachla¨ssigbar gering. Durch die
schraubenfo¨rmig gedrehten Gitterelemente kann fu¨r den Ring mit 60◦ Drall jedoch eine
Vergro¨ßerung der akustisch wirksamen La¨nge bei gleicher Bauteilla¨nge festgestellt wer-
den. Die dadurch gro¨ßere axiale Wellenla¨nge der Druckfelder fu¨hrt zu einer Verminde-
rung der Systemfrequenzen um ca. 20 Hz bei sonst vergleichbaren Versuchsparametern.
In dieser Arbeit werden nur Versuche mit den 60◦-Drallringen beschrieben, da fu¨r diese
Geometrie durchweg geringere Streuungen bei den Messdaten festgestellt wurden.
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Abbildung 4.1: Prinzipskizze des Pru¨fstandes
In Tabelle 4.1 sind die modalen Eigenfrequenzen und Strukturda¨mpfungen aller Struk-
turvarianten aufgelistet, mit denen Messungen durchgefu¨hrt wurden. Die Zahl in der
Strukturbezeichnung kennzeichnet die Wanddicke der Strukturen in 0.1 mm. Fu¨r die
spa¨ter folgende Modellierung des gekoppelten dynamischen Systems eignen sich jedoch
nicht alle mo¨glichen Strukturkombinationen. Die Kriterien, nach denen die Auswahl ge-
eigneter Messungen fu¨r die Simulation der gekoppelten Schwingungen erfolgt, werden
an den entsprechenden Stellen erla¨utert. Ferner treten in den Messungen nur wenige
unterschiedliche Moden des gekoppelten Systems auf. Die dominanten Grundschwin-
gungen mit den gro¨ßten Amplituden sind stets der zweite und dritte Mode. Als Ober-
schwingungen werden mit kleineren Amplituden teilweise der vierte und fu¨nfte Mode ge-
messen. Da die Vorversta¨rkung der Messwerterfassung durch eine Auto-Range-Funktion
an das Signal der dominanten Grundschwingung angepasst wird, ist die Auflo¨sung der
ho¨herfrequenten Moden teilweise vermindert.
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Rotor100 Rotor80 Rotor14 Stator88 Stator50
Eigen- f d f d f d f d f d
form [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%]
1 1331 1.54 1332 1.2 706 0.80 3712 1.55 2106 2.00
2 800 0.82 662 0.55 335 0.62 1292 1.12 1289 1.22
3 1128 0.88 889 0.21 285 0.25 1096 1.18 970 0.38
4 1911 0.46 1520 0.66 449 0.12 1536 0.25 1029 0.13
5 2893 0.05 2320 0.06 688 0.13 2155 0.16 1329 0.1
6 4075 0.01 3280 0.08 962 0.06 2979 0.13 1794 0.17
7 5448 0.08 4397 0.02 1233 0.05 3941 0.05 2358 0.09
8 1461 0.03 5068 0.06 3032 0.09
9 1666 0.04 3793 0.12
10 1896 0.02 4618 0.08
Tabelle 4.1: Gemessene Eigenfrequenzen im eingespannten Zustand (nach KISSEL)
Bild 4.2 zeigt einen axialen Schnitt durch den Pru¨fstand. Zu beiden Seiten des
Geha¨uses sind volumino¨se Absorptionsschallda¨mpfer montiert, die sowohl die Schalle-
mission des Pru¨fstandes reduzieren wie auch eine Isolierung der Strukturen gegenu¨ber
akustischen Anregungen aus den Rohrleitungen (Kugelha¨hne u.a¨.) gewa¨hrleisten sol-
len. Die Druckluftzufuhr erfolgt gema¨ß der Pfeilrichtung von links nach rechts. Nach
dem Eintritt in das Geha¨use durchstro¨mt die Luft zuna¨chst das bereits erwa¨hnte axiale
Stro¨mungsgitter. Danach gelangt die Luft in den zylindrischen Hohlraum zwischen den
beiden Dichtungsstrukturen, ehe sie durch den einstromseitigen Dichtspalt in das eigent-
liche Labyrinth stro¨mt. Der gesamte Bereich zwischen dem Absorptionsschallda¨mpfer
und dem ersten Dichtspalt wird als Kavita¨t bezeichnet und wirkt als Resonanzraum fu¨r
die modalen Druckfelder. Auf den ersten Dichtspalt folgt die eigentliche Labyrinthkam-
mer und der ausstromseitige Dichtspalt. Ausstromseitig folgen ein weiteres Drallgitter,
das die gleiche Geometrie wie das einstromseitige Gitter aufweist sowie ein weiterer
Schallda¨mpfer. Bei der als Reibungsda¨mpfer bezeichneten Vorrichtung am Statorflansch
handelt es sich um zwei axial wirkende Kugellager, die optional montiert werden ko¨nnen.
Im montierten Zustand bewirkt die Reibung zwischen den Wa¨lzko¨rpern und Lagerringen
eine weitgehende Unterdru¨ckung der Strukturschwingung. Diese zusa¨tzliche Da¨mpfung
ermo¨glichte es, den Leckage-Massenstrom und stationa¨re Dru¨cke im Labyrinth zu mes-
sen. Zur Durchfu¨hrung der eigentlichen Schwingungsmessungen ist der Reibungsda¨mpfer
stets demontiert. Das gesamte Geha¨use kann zwischen den Schallda¨mpfern gewendet und
von beiden Seiten durchstro¨mt werden, um Messungen mit hoch- und niederdruckseitiger
Kavita¨t zu ermo¨glichen.
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Abbildung 4.2: Schnitt durch das Geha¨use des Pru¨fstandes (nach KISSEL)
Zur Versorgung des Pru¨fstandes mit Druckluft konnte eine vom Fachgebiet
Stro¨mungslehre und Aerodynamik der TU Darmstadt zur Verfu¨gung gestellt Luftlie-
feranlage samt zugeho¨riger Infrastruktur genutzt werden. Die Druckluft wurde in zwei
Stufen auf den Betriebsdruck des Pru¨fstandes entspannt. Im ersten Schritt erfolgte eine
Reduzierung von ca. 25 bar Beha¨lterdruck auf 12 bar Vordruck in der Zuleitung zur
Anlage. Im zweiten Schritt wurde mit einem rein mechanischen Druckregelventil un-
mittelbar vor dem einstromseitigen Schallda¨mpfer der Anlage der gewu¨nschte Druck im
Zustrombereich der Dichtung eingestellt. Der Einstromdruck variiert als Versuchspara-
meter fu¨r die Messungen zwischen 3 bar und 8 bar. Die Messungen wurden u¨berwiegend
mit der Abstufung 3 bar, 5 bar und 7 bar Zustromdruck durchgefu¨hrt. Der Gegendruck
und damit die Druckdifferenz zwischen Ein- und Ausstromseite als weiterer wichtiger
Versuchsparameter wurde mittels eines nach dem Ausstromschallda¨mpfer montierten
und manuell beta¨tigten Kugelhahnes eingestellt.
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4.3 Sensorik und Messwerterfassung
Die am Pru¨fstand montierte Sensorik zur Wegmessung besteht aus maximal vier Wir-
belstromsensoren der Firma BENTLY-NEVADA. Gemessen werden Wegamplitude und
Schwingfrequenz am freien Strukturrand. Die Montage der Sensoren erfolgt an einem
Ring, der durch ein Vierpunkt-Kugellager drehbar im Geha¨use gelagert ist und u¨ber
ein Handrad mittels Kegelradgetriebe gegenu¨ber den drehfest montierten Dichtungs-
strukturen in beliebige Winkelposition einjustiert werden kann. Die Genauigkeit dieser
Sensorpositionierung liegt wegen der Teilung des Kegelgetriebes und mo¨glicher Able-
sefehler bei maximal 2◦. Wie in 4.2 ersichtlich, sind je zwei Wegsensoren radial von
innen am Rotor und von außen am Stator montiert. Der Montagewinkel zwischen zwei
Wegsensoren betra¨gt stets 36◦.
Die urspru¨ngliche, in Bild 4.2 dargestellte Anordnung der Drucksensoren beschra¨nkt
sich auf mehrere Positionen am Umfang der Labyrinthkammer und je einen Sensor vor
und nach den beiden Dichtspalten. Es werden Miniatur-Drucksensoren der Firma KULI-
TE verwendet, die nach dem piezoresistiven Messprinzip arbeiteten und somit auch zur
Messung statischer Dru¨cke geeignet sind. Dieser Sensortyp hat einen Durchmesser von
lediglich 2.3 mm. Zur Montage der Sensoren werden zuna¨chst an den vorgesehenen Po-
sitionen Durchgangsbohrungen von 2.5 mm im Stator angebracht und koaxial mit einer
zylindrischen Senkung von ca. 8 mm Durchmesser versehen. In diese Senkungen werden
Kunststoffhu¨lsen mit einem M5-Innengewinde eingeklebt. Die Drucksensoren wiederum
werden in axial durchbohrte M5-Kunststoffschrauben eingeklebt, so dass durch geeigne-
te Einschraubtiefe die Oberfla¨che des Sensors fluchtend bezu¨glich der Statorinnenfla¨che
positioniert werden kann. Die verwendete Messwerterfassung erlaubt durch entsprechen-
de Filter (Trennung in den Gleich- und Wechselanteil des Signals) sowohl die Messung
statischer als auch dynamischer Absolutdru¨cke. Dadurch kann fu¨r jede Messung die Be-
stimmung der exakten Betriebsbedingungen, also der statischen Dru¨cke vor, in und nach
der Labyrinthkammer, durchgefu¨hrt sowie die dynamische Druckamplitude und Frequenz
der Druckschwingung am gleichen Sensor bestimmt werden.
Die Messwerterfassung erfolgt u¨ber ein Frontend (SCADAS II) der Firma DIFA mit
zwo¨lf Kana¨len, das fu¨r jeden Kanal u¨ber eine Signalversta¨rkung, Hoch- und Tiefpassfil-
ter sowie einen 12-Bit A/D-Wandler verfu¨gt. Die zugeho¨rige Software und Bedieno-
berfla¨che der Firma LMS sind auf einer Workstation installiert, welche die digitalisier-
ten Zeitdaten direkt mittels eines schnellen FOURIER-Algorithmus in den Frequenz-
bereich transformiert und alle gebra¨uchlichen Funktionen zur weiteren Signalverarbei-
tung bereit stellt. Zur Auswertung der Messungen wurden Autopower-Spektren und
Crosspower-Spektren (Kreuzleistungsdichte-Spektren) genutzt. Als Fensterfunktion wur-
de eine Flattop-Funktion gewa¨hlt, die fu¨r amplitudengenaue Messungen von diskreten
Frequenzen, wie sie bei den gekoppelten modalen Schwingungen von Druckfeld und
Strukturen auftreten, gut geeignet ist.
Autopower-Spektren werden fu¨r jeden Frequenzpunkt als Skalarprodukt aus dem kom-
plexen Frequenzspektrum mit seinen konjugiert komplexen Zahlenwerten berechnet. Das
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Ergebnis ist somit eine reelle Zahl, die dem Quadrat des Amplitudenwertes fu¨r jede
Frequenz entspricht. Crosspower-Spektren enthalten zusa¨tzlich eine Winkelinformati-
on, da sie aus dem Vektorprodukt des konjugiert komplexen Frequenzspektrums eines
Referenzsignals mit dem Frequenzspektrum eines Vergleichssignals berechnet werden.
Als Referenzsensor wurde fu¨r alle Messungen ein Wegsensors am Rotor verwendet. Aus
Crosspower-Spektren resultiert fu¨r jeden Sensor ein Phasenwinkel bezu¨glich des Refe-
renzsignals. Mittels dieser Phaseninformation und der Kenntnis des Geometriewinkels
zwischen Referenz- und Vergleichssensor ist es mo¨glich, die Ordnung der gemessenen
Schwingungseigenformen und die Phasenwinkel zwischen den Schwingungen der drei
Systemkomponenten Rotor, Stator und modales Druckfeld in der Kavita¨t zu bestim-
men.
Eine mo¨gliche Fehlerquelle der Messwerterfassung resultiert aus der gewa¨hlten Fre-
quenzauflo¨sung. Da die dominanten Schwingungsmoden des gekoppelten Systems un-
terhalb 1.5 kHz auftreten, wa¨re eine obere Frequenzgrenze von 1.5 kHz bis 2 kHz fu¨r
nahezu alle Messungen ausreichend gewesen. Zum Zeitpunkt der Messungen war jedoch
nicht sicher, ob evtl. Oberschwingungen oder generell Schwingungen mit hoher Frequenz
fu¨r das Versta¨ndnis der Kopplung und Schwingungsanfachung wichtig sind. Daher wurde
bei den Messungen eine obere Frequenzgrenze von mindestens 3 kHz gewa¨hlt. Fu¨r diese
Maximalfrequenz resultieren aus 2048 diskreten Zeitmesspunkten des FFT-Algorithmus
die halbe Anzahl, also 1024 Frequenzpunkte im Spektrum. Fu¨r die geforderte Maxi-
malfrequenz folgt daraus eine Frequenzauflo¨sung von ca. 3 Hz [LMS93]. Da die gemes-
senen modalen Schwingungen des gekoppelten Systems stets bei diskreten Frequenzen
auftreten, kann die Systemfrequenz zwischen zwei Spektrallinien liegen, was zu einer
Unterscha¨tzung der tatsa¨chlichen Amplitude fu¨hrt.
4.4 Erweiterte Sensoranordnung
Die Untersuchung der Druckfelder in der Kavita¨t erfolgt mit einer erweiterten Anordnung
der Drucksensoren. Zusa¨tzlich zu der bestehenden Sensorposition in der Kavita¨t wurden
entsprechend Bild 4.3 drei weitere Sensoren in der Kavita¨t angebracht. Die Drucksen-
soren in der Kavita¨t sind somit auf drei axiale Positionen verteilt. Der axiale Abstand
zum Dichtspalt betra¨gt beim ersten Sensor 5 mm. Zwei weitere Sensoren sind in einer
Ebene mit einem axialen Abstand von 55 mm angebracht und der vierte Sensor hat
einen Abstand von 100 mm zum Dichtspalt. Durch die Winkelpositionen der Sensoren
kann mittels der gemessenen Phasenwinkel bezu¨glich des Referenzsensors die Schwin-
gungsordnung der modalen Druckfelder bestimmt werden. Die axiale Druckeigenform
kann aus der Amplitudenmessung der Sensoren an den drei axialen Positionen bestimmt
werden. Im Bild sind der Rotor samt Dichtstreifen sowie die an den entsprechenden
Positionen im Stator angebrachten Drucksensoren dargestellt. Weitere mo¨gliche Positio-
nen fu¨r Drucksensoren im Labyrinth sind durch kleinere Markierungen angedeutet. Die
beiden Wegsensoren zur Messung der Rotorschwingungen sind an der unteren Struk-
turha¨lfte angedeutet. Fu¨r Schwingungsmessungen am Stator sind gegenu¨berliegend, an
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den gleichen Winkelpositionen, ebenfalls zwei Montagepositionen fu¨r Wegsensoren vor-
gesehen.
Abbildung 4.3: Erweiterung der Sensorik
Wegen der Limitierung der Messwerterfassung auf insgesamt zwo¨lf Kana¨le, ko¨nnen
nicht alle vorhandenen Messpunkte mit Sensoren bestu¨ckt werden. Neben den drei
zusa¨tzlichen Sensorpositionen in der Kavita¨t sind drei bereits vorhandene Druckmes-
spunkte vor, in und nach dem Labyrinth stets mit Drucksensoren versehen. Die drei an
der 0◦-Position montierten Drucksensoren werden sowohl fu¨r die Messung der statischen
Dru¨cke im Fluid als auch fu¨r die Erfassung dynamischer Amplituden und Phasen ge-
nutzt. Von den zwo¨lf verfu¨gbaren Kana¨len sind somit sechs zur Messung dynamischer
Dru¨cke und drei zur Messung statischer Dru¨cke belegt. Die verbleibenden drei Kana¨le
stehen fu¨r die Messung der Strukturschwingungen zur Verfu¨gung. Zwei Wegsensoren
befinden sind an den beiden in Bild 4.3 dargestellten Positionen am Rotor, der dritte
Wegsensor ist gegenu¨ber dem Bezugssensor am Stator positioniert.
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4.5 U¨berlagerung von Druck- und
Strukturschwingungen zu umlaufenden Wellen
Aus dem konstruktiven Aufbau des Pru¨fstandes geht hervor, dass es sich sowohl bei
den Strukturen als auch bei der dazwischen liegenden Kavita¨t um rotationssymmetri-
sche Geometrien handelt, deren Schwingungen ra¨umlich ausgedehnte Felder sind. Ist die
axiale La¨nge des Feldes viel gro¨ßer als die Wellenla¨nge, so ist die Schwingungsform in
hinreichend großem Abstand zu den Ra¨ndern des Objektes nahezu ideal sinusfo¨rmig. An
den Ra¨ndern ist die axiale Schwingungsform abha¨ngig von den jeweiligen Rand- oder
Einspannbedingungen. Die Ordnung der Schwingungen muss sowohl nach der axialen
wie auch der Umfangsrichtung klassifiziert werden. Im allgemeinen Fall kann also ei-
ne beliebige Kombination von Sinuswellen am Umfang und in La¨ngsrichtung auftreten.
Wegen der geringen axialen La¨nge der Dichtungsstrukturen und der Kavita¨t relativ zur
Umfangsla¨nge genu¨gt jedoch die Anzahl der Sinuswellen am Umfang zur Bezeichnung
der Schwingungsordnung. In der Literatur wird die Schwingungsordnung rotationssym-
metrischer Strukturen als Knotenzahl bezeichnet. Die Knotenzahl bezeichnet die Anzahl
diametraler Linien, die gegenu¨berliegende Knotenpunkte der Schwingung verbinden. In
Bild 4.4 ist die zweifach auftretende Schwingung mit der Knotenzahl zwei am Beispiel
des Rotors abgebildet. Beiden Eigenformen haben die gleiche Eigenfrequenz. Lediglich
die Positionen der Schwingungsknoten und -ba¨uche sind vertauscht. Die beiden Eigen-
formen weisen einen ra¨umlichen Phasenwinkel von π/2 auf. Sie verhalten sich zueinander
wie Sinus- und Cosinusfunktionen und werden daher als orthogonale Moden bezeichnet.
Abbildung 4.4: Orthogonale Moden der Strukturschwingung zweiter Ordnung
U¨berlagern sich die Schwingungen zweier orthogonalen Moden zudem mit einem zeit-
lichen Phasenwinkel von π/2 und sind die Amplituden beider Schwingungen identisch,
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so kann man durch eine einfache Rechnung zeigen, dass die resultierende Schwingung
die Form einer umlaufenden Welle hat. Die U¨berlagerung wird fu¨r die translatorische
Koordinate x beschrieben, sie gilt jedoch ebenso fu¨r eine rotatorische Wellenbewegung,
da der Kreisumfang stets der Wellenla¨nge oder einem Vielfachen entspricht. Fu¨r den
Fall, dass die Amplitude beider Schwingungen mit dem gleichen Wert wˆ vorausgesetzt
wird und sowohl die Wellenzahl k = 2π/λ als auch die Kreisfrequenz ω = 2πf fu¨r bei-
de Schwingungen gleich ist, kann die U¨berlagerung der beiden Schwingungen mit den
Phasenwinkeln φ und θ wie folgt geschrieben werden:
w(x, t) = wˆ sin (ωt) sin (kx) + wˆ sin (ωt+ φ) sin (kx+ θ) (4.1)
Mit dem Additionstheorem sinx · siny = 1
2
(cos(x− y)− cos(x+ y)) folgt:
w(x, t) =
wˆ
2
[cos(kx−ωt)−cos(kx+ωt)+cos(kx−ωt+θ−φ)−cos(kx+ωt+θ+φ)] (4.2)
Ersetzt man in dieser Gleichung die Phasenwinkel von Wellenzahl und Kreisfrequenz
durch den Wert π/2, so wechselt das Vorzeichen des letzten Summanden in der Klammer
und es folgt:
w(x, t) = wˆ cos(kx− ωt) (4.3)
Dies ist die Gleichung einer wandernden bzw. umlaufenden Welle. Das Ergebnis erha¨lt
man fu¨r positive und negative Werte von ϕ = ±π/2 und θ = ±π/2. Dies bedeutet, dass
die Welle in beliebiger Richtung umlaufen kann, was in den Versuchen auch beobachtet
wird. Da diese U¨berlagerung modaler Schwingungen fu¨r die Identifikation der Druck- und
Strukturmoden sowie die Beurteilung der Messfehler von großer Bedeutung ist, sollen
hier nochmals die Bedingungen fu¨r eine ideale U¨berlagerung modaler Schwingungen zu
einer umlaufenden Welle aufgelistet werden:
• Beide Schwingungen mu¨ssen gleiche Amplituden haben.
• Der Phasenwinkel der Wellenzahl θ muss π/2 betragen.
• Der Phasenwinkel der Kreisfrequenz φ muss π/2 betragen.
Sind diese Anforderungen erfu¨llt, so fu¨hrt die U¨berlagerung der Schwingungen zu um-
laufenden Wellen, die eine sehr gute Identifikation der Schwingungsformen sowohl bei
den Strukturen wie auch beim modalen Druckfeld erlauben. Um die vier Variablen der
Schwingungsu¨berlagerung, also die beiden Amplituden der u¨berlagerten Schwingungen
und die beiden Phasenwinkel bezu¨glich Wellenzahl und Kreisfrequenz, exakt bestimmen
zu ko¨nnen, wa¨ren sowohl an den Strukturen wie auch in der Kavita¨t vier Sensoren in
jeweils einer achsnormalen Ebene notwendig. Wegen der Limitierung der Gesamtzahl
der Messkana¨le und der zugeho¨rigen Sensorik musste auf diese ideale Sensorausstattung
zur Identifikation der Schwingungsformen verzichtet werden. Daher kann nur derjenige
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Teil der Messungen als Grundlage fu¨r eine Modellierung und Simulation der gekoppel-
ten Schwingungen herangezogen werden, in dem die Sensorpositionen und damit die
Schwingungsordnung eindeutig identifiziert werden ko¨nnen und die Amplituden der bei-
den Messwerte an gleicher axialer Position u¨bereinstimmen. Die Abweichungen der bei-
den Amplitudenwerte untereinander und die Winkelabweichung von den idealen Werten
liegen bei Messungen mit genauer Schwingungsu¨berlagerung gema¨ß der oben genannten
Kriterien oft deutlich unter 5 %.
4.6 Identifikation und Auswahl der Messungen
Messungen mit genauer Schwingungsu¨berlagerung weisen u¨berwiegend auch eine gute
Reproduzierbarkeit auf. Dies bedeutet, dass in einer Messreihe mit zumeist drei bis fu¨nf
Einzelmessungen bei leicht vera¨nderten Druckrandbedingungen die Identifizierbarkeit
der auftretenden Schwingungsformen in sa¨mtlichen Einzelmessungen gleich gut ist. Die
in Bild 4.3 dargestellten Winkelpositionen finden sich in den gemessenen Phasenwin-
keln als Produkt aus der Knotenzahl und dem Geometriewinkel der Sensoranordnung
wieder. Tritt beispielsweise die in der Skizze 4.5 dargestellte Strukturschwingung vier-
ter Ordnung auf, so resultiert aus dem Geometriewinkel von 36◦ zwischen den beiden
Wegsensoren am Rotor ein idealer Phasenwinkel von ±144◦ (je nach Umlaufrichtung
der Welle) zwischen den gemessenen Signalen. Das gleiche Verfahren kann bezu¨glich der
beiden Drucksensoren in der mittleren axialen Position der Kavita¨t angewandt werden.
Da zwischen den Drucksensoren gro¨ßere Winkelabsta¨nde liegen und die dort gemessenen
Phasenwinkel stets auf den Referenz-Wegsensor bezogen sind, u¨bersteigen die gemesse-
nen Phasenwinkel teilweise den Wert π bzw. 180◦. Winkel dieser Gro¨ße fu¨hren bei der
Anwendung eines Vier-Quadranten-Arcustangens zu Vorzeichenspru¨ngen bzw. zur Be-
rechnung der Komplementa¨rwinkel bezu¨glich der Grenzwinkel von ±180◦. Durch den
Bezug sa¨mtlicher Signale auf das Referenzsignal der Rotorschwingung kann die Pha-
se zwischen Druckfeld und Strukturschwingung einfach bestimmt werden, was fu¨r die
Unterscheidung zwischen HD- und ND-Druckfeldern von Bedeutung ist.
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Abbildung 4.5: Identifikation der Eigenformen am Beispiel der Knotenzahl vier
In Bild 4.6 sind die gemessenen Phasenwinkel einer Schwingung der Knotenzahl zwei
in einem Polardiagramm dargestellt. Der Radius, auf dem die verschiedenen Markie-
rungen dargestellt sind, ist dabei ohne Bedeutung. In der Legende sind die Positionen
samt der Geometriewinkel der zugeho¨rigen Sensoren bezeichnet. Bei den Markierun-
gen der Druckphasen fa¨llt zuna¨chst auf, dass jeweils zwei Markierungspaare mit nahezu
identischen Winkeln zum benachbarten Paar einen kleinen Winkelunterschied aufweisen.
Bei dieser Messreihe wurde in jeweils zwei Messungen die Druckrandbedingungen der
vorhergehenden Messung nahezu exakt reproduziert, wa¨hrend die beiden Paare zuein-
ander einen etwas gro¨ßeren Unterschied aufweisen. Bei ca. 7 bar Einlassdruck wurden je
zweimal Druckdifferenzen von ca. 1.1 bar und 1.4 bar eingestellt. Die gemessene Phase
zwischen den Wegsensoren am Rotor variiert unterhalb der erwarteten 72◦ zwischen 66◦
und 71◦. Zwischen den Markierungen der 0◦-Positionen von Kavita¨t und Labyrinthkam-
mer ist ein kleiner Phasenwinkel erkennbar, der offensichtlich aus der Durchstro¨mung
des ersten Dichtspaltes resultiert. Nach dem Durchstro¨men des zweiten Dichtspaltes ist
der Phasenwinkel am Ausstrom auf u¨ber 130◦ angewachsen. Dieser Phasensprung der
Druckschwingung zwischen der Einlass- und der Auslassseite des Labyrinths tritt auch
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bei niederduckseitiger Befestigung der Strukturen auf. Die Unterschiede zwischen den
Phasen der vier Einzelmessungen sind jedoch nahezu verschwunden. Die Druckamplitu-
den sind -unabha¨ngig von der Befestigungsseite- am freien Rand der Strukturen stets um
mindestens eine Gro¨ßenordnung kleiner als in der Labyrinthkammer. Die drei Winkelpo-
sitionen der Drucksensoren in der Kavita¨t haben von der 0◦-Position im Uhrzeigersinn
Phasenwinkel von nahezu 90◦ fu¨r 41◦ Geometriewinkel, ca. 160◦ fu¨r 72◦ Geometriewin-
kel und ca. 220◦ fu¨r 103◦ Geometriewinkel. Die relativen Abweichungen vom idealen
Phasenwinkel nehmen zumeist mit gro¨ßerer Entfernung der betreffenden Sensoren zum
Referenzsensor zu.
Abbildung 4.6: Gemessene Phasenwinkel der Knotenzahl zwei
Die in Abbildung 4.6 gezeigte Genauigkeit und Reproduzierbarkeit der Phasenwin-
kel und die resultierende Eindeutigkeit der Identifikation ist nicht bei allen Messungen
gegeben. Mit zunehmender Strukturdicke nimmt die Wahrscheinlichkeit fu¨r das Auf-
treten winkelgenauer Schwingungsu¨berlagerungen stark zu. Dabei hat die Wanddicke
des Stators offensichtlich den u¨berwiegenden Einfluss auf die Gu¨te der U¨berlagerung.
Naheliegend ist daher die Vermutung, dass die aus den Bohrungen und Senkungen
zur Drucksensorbefestigung resultierenden Imperfektionen der Statoren einen wesentli-
chen Beitrag zur unregelma¨ßigen Schwingungsu¨berlagerung leisten. Aus unregelma¨ßigen
U¨berlagerungen von Schwingungen resultieren, je nach Abweichung der Parameter vom
idealen Wert, Wellenbewegungen, die an den Messpunkten mit gleicher axialer Positi-
on zu unterschiedlich großen Amplituden fu¨hren. Auch die gemessenen Phasenwinkel
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ermo¨glichen in diesem Fall keine genaue Identifikation der auftretenden Schwingungs-
form. Mit dem Vorabwissen, dass bei einer gekoppelten Schwingung stets gleiche Knoten-
zahlen bei Struktur und Druckfeld auftreten und dass alle Komponenten des gekoppelten
Systems stets mit der gleichen Frequenz schwingen, kann jedoch bei der u¨berwiegenden
Zahl der gemessenen Schwingungszusta¨nde zumindest qualitativ die auftretende Eigen-
form identifiziert werden. Als Grundlage fu¨r die FE-Berechnung der Druckfelder und
die Simulationsrechnungen werden nur diejenigen Messdaten herangezogen, die eine zu-
verla¨ssige Bestimmung der auftretenden Druck- und Strukturamplituden zulassen.
Eine Fehlerquelle, die bereits im Zusammenhang mit der Frequenzauflo¨sung der Mes-
sungen genannt wurde, ist die Mo¨glichkeit von Amplitudenfehlern, die aus einer zu
geringen Frequenzauflo¨sung resultieren. Liegt die eigentliche Frequenz des gekoppelten
Systems zwischen zwei Spektrallinien, so werden die tatsa¨chlichen Amplituden in den
Messungen unterscha¨tzt. Bild 4.7 zeigt die Vergro¨ßerung von drei Frequenzspektren.
Die Ausschnitte zeigen die Spektrallinien der Strukturschwingung am Rotor und der
Druckschwingung an einem Messpunkt in der Kavita¨t und im Labyrinth in einer kleinen
Umgebung um die Frequenz der Eigenform mit Knotenzahl zwei bei Hochdruckbefesti-
gung. Es ist deutlich erkennbar, dass es sich sowohl bei der Strukturschwingung als auch
bei der Druckschwingung um eine scharf begrenzte Schwingung bei einer diskreten Fre-
quenz handelt. Aus der Form der Linienzu¨ge ist erkennbar, dass die tatsa¨chliche Frequenz
der Schwingung offensichtlich zwischen den beiden Spektrallinien liegt. Sa¨mtliche Am-
plitudenwerte dieser Messung weisen daher einen systematischen Fehler auf, der sich in
einem zu kleinen Amplitudenwert a¨ußert. Das Polardiagramm der gemessenen Phasen-
winkel derselben Messung zeigt jedoch ein nahezu ideales Ergebnis und ist fast identisch
mit dem Beispiel in Bild 4.6. Die Messung der Phasenwinkel ist generell genauer und
zuverla¨ssiger als die Messung der Amplitudenwerte.
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Abbildung 4.7: Amplitudenfehler durch zu geringe Frequenzauflo¨sung
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4.7 Ergebnisse der Messungen
4.7.1 Vorbemerkungen
Die nachfolgend beschriebenen Messergebnisse zeigen Zusammenha¨nge zwischen
A¨nderungen der Versuchsparameter und den resultierenden Reaktionen des Systems. Die
grundlegende Einteilung der Versuche erfolgt nach der Position der Kavita¨t. Hochdruck-
und niederdruckseitige Kavita¨ten zeigen eindeutige und in allen Messungen reprodu-
zierbare Unterschiede hinsichtlich der Interaktion zwischen Stro¨mung, Druckfeld und
Strukturschwingungen. Die Position der Kavita¨t hat einen sehr deutlichen Einfluss auf
die Frequenz gleicher Moden des gekoppelten Systems. Die Steifigkeiten der Struktu-
ren und der Einstromdruck sowie die Druckdifferenz fu¨hren zu Frequenz- und Ampli-
tudena¨nderungen zwischen vergleichbaren Einzelmessungen, die hier beschrieben wer-
den. Fu¨r den Rotor80 ko¨nnen die Auswirkungen einer vera¨nderten Spaltho¨he auf das
Schwingungsverhalten anhand einiger Messreihen beschrieben werden. Weiterhin werden
die Ergebnisse von Druckmessungen bei stationa¨rer Stro¨mung und wechselnder Positi-
on der Kavita¨t dargestellt. Zur Durchfu¨hrung dieser Messungen wurde eine der beiden
Strukturen mit einem Reibungsda¨mpfer versehen, der die Entstehung von Schwingungen
unterdru¨ckt. Die Ergebnisse der Messungen ko¨nnen mit Stro¨mungsberechnungen vergli-
chen werden. Dieser Vergleich liefert Informationen u¨ber die Drucka¨nderungen in der
Labyrinthkammer, die als Erregerkra¨fte in den Simulationsrechnungen von Bedeutung
sind.
Die Vorgehensweise samt der notwendigen Kriterien an die Messergebnisse zur ein-
deutigen Identifikation der Schwingungsordnung, also der Knotenzahl der Schwingung,
wurde bereits in Abschnitt 4.5 beschrieben. Die eindeutige Bestimmung der Knotenzahl
bildet die Grundlage fu¨r die Vergleichbarkeit einzelner Messungen. Weiterhin werden
die Verla¨ufe der charakteristischen Druckeigenformen in axialer Richtung, die zur Va-
lidierung des mathematischen Modells der Druckeigenformen notwendig sind, erst in
Abschnitt 5.2 im direkten Vergleich mit den FE-Berechnungen beschrieben. Schließlich
werden die gemessenen Frequenzen und Amplituden derjenigen Versuchskonfiguratio-
nen, die als Basis fu¨r die Simulationsrechnungen dienen, im jeweiligen Abschnitt von
Kapitel 6.4 tabellarisch aufgefu¨hrt, um eine Zuordnung der Simulationsrechnung zu den
gemessenen Daten der Schwingungszusta¨nde zu ermo¨glichen.
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4.7.2 Messungen mit hochdruckseitiger Kavita¨t
Phasenwinkel und Frequenzen des gekoppelten Systems
Die Messungen mit hochdruckseitiger Kavita¨t und dem steifen Stator88 zeigen bei al-
len Rotorvarianten Schwingungen der Knotenzahl zwei zwischen 837 Hz und 905 Hz.
Die Frequenzen ha¨ngen von der Steifigkeit der verwendeten Rotoren, dem Druckniveau
am Einstrom und der Druckdifferenz bei der jeweiligen Messung ab. Den sta¨rksten Ein-
fluss auf die Frequenz des gekoppelten Systems hat die Lage der Kavita¨t und damit
die Phase zwischen dem Druckfeld und den Strukturen. Abbildung 4.8 zeigt am Bei-
spiel der Knotenzahl vier eine Skizze der gemessenen Struktur- und Druckphasen. Die
Strukturschwingungen sind stets gegenphasig, so dass sich Abschnitte mit minimaler
und maximaler Spaltho¨he abwechseln. Die Druckschwingungen erreichen bei minimaler
Spaltho¨he ihr Amplitudenmaximum und umgekehrt. Die Hochdruckbereiche sind in der
Skizze durch eine hohe Dichte von radialen Strichen dargestellt. Diese HD-Phasenlage
entspricht einer positiven Koppelsteifigkeit, bei der die Druckkraft der Strukturverschie-
bung entgegenwirkt.
Abbildung 4.8: Skizze der Phase zwischen Druckfeld und Strukturen bei HD-seitiger
Kavita¨t und Knotenzahl vier
Die Druckverha¨ltnisse sa¨mtlicher Messungen liegen in einem engen Bereich zwischen
0.78 und 0.9. Wegen der relativ kleinen notwendigen Druckdifferenz zwischen Ausstrom-
und Einstromseite konnten alle HD-Messungen mit abgestuften Einstromdru¨cken durch-
gefu¨hrt werden. In den Messungen ist eine Tendenz zu ansteigenden Frequenzen und
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Schwingungsamplituden mit zunehmendem Einstromdruck und ansteigender Druckdif-
ferenz erkennbar. Abbildung 4.9 zeigt eine 3D-Darstellung der gemessenen Frequenzen
der Strukturkombination Rotor100/Stator88 u¨ber den Einstromdru¨cken von 4 bar, 6 bar
und 8 bar und den Ausstromdru¨cken. Die Messpunkte sind alle in der rechten Halbebe-
ne und wegen der geringen Druckdifferenzen nahe bei der Raumdiagonalen angeordnet.
Punkte in der linken Halbebene ka¨men einer Stro¨mungsumkehr gleich. Die dargestellte
Ebene interpoliert und extrapoliert die Messungen, so dass die beobachtete A¨nderung
infolge anwachsender Zustromdru¨cke und Druckdifferenzen an den Achsen gut erkenn-
bar ist. In dem eingefu¨gten Piktogramm ist die Schwingungsform der Knotenzahl zwei
angedeutet.
Abbildung 4.9: Gemessene Frequenzen der Knotenzahl zwei in Abha¨ngigkeit von den
Druckparametern
Die dargestellten Frequenza¨nderungen resultieren aus dem Verha¨ltnis von Druck- und
Strukturamplituden in Abha¨ngigkeit von der Druckdifferenz. Wa¨chst die Druckamplitu-
de in der Kavita¨t sta¨rker an als die Strukturamplitude, so fu¨hrt dies zu einer gro¨ßeren
Koppelsteifigkeit, die die Frequenz des Systems erho¨ht. Bei einer vollsta¨ndigen Untersu-
chung der Frequenz-Abha¨ngigkeit mu¨ssen daher auch die Amplitudenverha¨ltnisse zwi-
schen Strukturen und Druck beru¨cksichtigt werden. Genaue Zusammenha¨nge liefern nur
die Simulationsrechnungen einzelner Messungen, wie sie in Kapitel 6.4 beschrieben wer-
den.
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Amplituden und Frequenzen der Systemkomponenten
Fu¨r die steife Strukturkombination Rotor100/Stator88 werden bei 6.9 bar Einstromdruck
Frequenzen um 898 Hz gemessen. Die Rotoramplitude betra¨gt in dieser Messreihe ca.
0.045 mm, die des Stators ca. 0.062 mm. Die Druckamplitude betra¨gt ca. 0.35 bar.
Bei einer Variation der Druckdifferenz zwischen 0.85 bar und 1 bar streuen die Werte
der Einzelmessungen nur wenige Prozent um die angegebenen Durchschnitte. Eine Re-
duktion des Einstromdruckes auf ca. 3.2 bar fu¨hrt zu Frequenzen des Systems von ca.
885 Hz. Die Rotoramplitude betra¨gt nur noch ca. 0.035 mm, die des Stators wa¨chst
dagegen auf betra¨chtliche 0.105 mm an. Die Summe der beiden Amplituden entspricht
damit nahezu der Ruhespaltho¨he von 0.15 mm. Diese Strukturamplitude wird bei einer
Druckamplitude in der Kavita¨t von nur 0.2 bar und einer Druckdifferenz von 0.65 bar
erreicht. Die folgende Abbildung 4.10 zeigt die Frequenzspektren des Rotors und zweier
Druckmesspunkte fu¨r eine Messung bei 7 bar Einstromdruck.
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Abbildung 4.10: Frequenzspektren der Knotenzahl zwei des Systems mit steifem Ro-
tor100
Fu¨r die Messungen mit dem Rotor80 stehen zwei Varianten mit 0.1 mm und 0.15 mm
Spaltho¨he zur Verfu¨gung. Die Messungen mit dem kleineren Spaltspiel erlauben jedoch
keine genaue Identifikation der Eigenformen. Die Messergebnisse mit 0.15mm Spaltho¨he
zeigen gro¨ßere Streuungen als die des Rotor100, die Eigenformen sind jedoch ausreichend
genau zu identifizieren. Bei einem Einstromdruck von 6.9 bar und einer Druckdifferenz
von 1 bar bis 1.45 bar werden bei ca. 865 Hz Rotoramplituden von 0.028 mm und Sta-
toramplituden von 0.062 mm gemessen. Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt ca.
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0.28 bar. Eine Verminderung des Einstromdruckes auf ca. 3.2 bar fu¨hrt zu Frequenzen
von ca. 850 Hz bei Druckdifferenzen von 0.6 bar bis 0.9 bar. Die Rotoramplituden errei-
chen ca. 0.02 mm und die Statoramplituden betragen zwischen 0.06 mm und 0.07 mm.
Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt dann ca. 0.19 bar.
Die Messungen mit der Strukturkombination aus dem weichen Rotor14 mit dem steifen
Stator88 sind nur teilweise zu identifizieren. Bei 6.9 bar Einstromdruck und Druckdiffe-
renzen zwischen 0.65 bar und 1 bar liegt die Frequenz bei ca. 900 Hz. Die Rotorampli-
tude betra¨gt ca. 0.03 mm, wa¨hrend am Stator Amplituden von ca. 0.014 mm gemessen
werden. Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt ca. 0.12 bar. Die identifizierbaren
Messungen bei einem Einstromdruck von ca. 3.2 bar und einer Druckdifferenz von 0.7 bar
zeigen eine Frequenz von ca. 840 Hz fu¨r das gekoppelte System. Die Amplituden von
Rotor und Stator betragen jeweils ca. 0.02 mm und entsprechen damit in der Summe
etwa den Messungen mit ho¨herem Einstromdruck. Die Druckamplitude in der Kavita¨t
betra¨gt ca. 0.075 bar. Die geringer Druckamplitude bei gleicher Strukturamplitude fu¨hrt
offensichtlich zu einer geringeren Koppelsteifigkeit und damit zu niedrigeren Frequenzen
des Systems.
Die Messdaten zeigen, dass die Steifigkeit des Rotors nur einen geringen Einfluss auf
die gemessenen Systemfrequenzen hat. Die drei Rotorvarianten unterscheiden sich stark
hinsichtlich der Eigenfrequenzen der zweiten Eigenform, die nach Tabelle 4.1 bei 335Hz,
662 Hz und 800 Hz liegen. Die Schwingungen des du¨nnwandigen Rotor14 liegen bei Fre-
quenzen zwischen 837 Hz und 903 Hz, wa¨hrend sie bei dem mittleren Rotor80 zwischen
842 Hz und 883 Hz und beim steifen Rotor100 zwischen 869 Hz und 905 Hz liegen.
Offenbar hat das Verha¨ltnis zwischen der Amplitude des Druckfeldes und den Struk-
turamplituden durch die daraus resultierende Koppelsteifigkeit einen sta¨rkeren Einfluss
auf die Frequenz des gekoppelten Systems, als die Eigenfrequenz des Rotors. Die in
Abschnitt 6.4 beschriebenen Simulationsrechnungen beru¨cksichtigen die fla¨chige Gestalt
der Druck- und Verschiebungsfelder und ermo¨glichen dadurch eine genauere Analyse der
Interaktion im gekoppelten System, als es mit einer Abscha¨tzung aus punktuell gemes-
senen Amplitudenwerten mo¨glich ist.
Messungen stationa¨rer Dru¨cke im Labyrinth
Die Messung der stationa¨ren Dru¨cke im Labyrinth erfolgte mit der steifen Struktur-
kombination und einer Da¨mpfungsvorrichtung am Stator, die das Entstehen und Auf-
klingen von Schwingungen unterdru¨ckt. Abbildung 4.11 zeigt die gemessenen Dru¨cke an
drei Messpunkten u¨ber der Druckdifferenz der Messungen. Bei hochdruckseitiger Ka-
vita¨t sind trotz der Da¨mpfungsvorrichtung nur Druckdifferenzen bis ca. 2.5 bar mo¨glich,
ohne ein Aufklingen der Schwingungen hervorzurufen. Das Piktogramm skizziert die
Stro¨mungsrichtung durch die hochdruckseitige Kavita¨t zum Labyrinth und die Sensorpo-
sitionen. Der erste Messpunkt vor dem Labyrinth zeigt nahezu konstante Einlassdru¨cke
von 8.1 bar bis 8.2 bar. Die Auslassdru¨cke am dritten Messpunkt werden anna¨hernd
linear vermindert und geben, u¨ber der Druckdifferenz aufgetragen, die Schwankungen
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der Dru¨cke am Einlass wieder. Der zweite Messpunkt in der Labyrinthkammer zeigt fu¨r
jede Druckdifferenz einen Druckwert, der zwischen Ein- und Ausstromdruck liegt. Auch
hier werden die Druckschwankungen am Einlass deutlich nachvollzogen.
3 2 1
Abbildung 4.11: Gemessener Druck an drei Messpunkten bei hochdruckseitiger Befesti-
gung
Die Dru¨cke in der Labyrinthkammer liegen nicht mittig zwischen den Ein- und Aus-
lassdru¨cken. Sie zeigen ein deutlich geringeres Druckgefa¨lle zwischen Kammer und Aus-
strom, als zwischen Einstromseite und Kammer. Zum Erreichen eines konstanten Mas-
sestromes gema¨ß m˙ = ρAv = const. sind wegen der Expansion des Fluids in der La-
byrinthkammer unterschiedliche Stro¨mungsgeschwindigkeiten in den Dichtspalten not-
wendig. Bei gleicher Spaltho¨he wa¨re daher ein deutlich gro¨ßeres Druckgefa¨lle u¨ber dem
zweiten Dichtspalt notwendig, um die notwendige Stro¨mungsgeschwindigkeit fu¨r den
konstanten Massestrom zu erreichen. Die Druckverla¨ufe deuten daher darauf hin, dass
die Spaltho¨hen zum Zeitpunkt der Messungen nicht mehr gleich waren. Wegen des un-
vermeidlichen Anstreifens der Dichtspitzen im Verlauf der Messungen muss ein erho¨hter
Verschleiß der randseitigen Dichtspitze angenommen werden. Infolge der axialen Struk-
tureigenform tritt an dieser Dichtspitze zuerst Kontakt mit dem Stator auf, der zu
versta¨rktem Verschleiß dieses Dichtstreifens fu¨hrt.
Der in Abbildung 4.12 dargestellt Vergleich zwischen berechneten und gemessenen
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Dru¨cken in der Labyrinthkammer zeigt eine sehr gute U¨bereinstimmung der Druck-
verla¨ufe. Die beiden Druckverla¨ufe sind nur an der unterschiedlichen Steigung zu un-
terscheiden. Der berechnete Druckverlauf zeigt eine gro¨ßere Druckdifferenz zwischen
Kammer und Ausstrom und entspricht somit dem erwarteten Verlauf bei konstanter
Spaltho¨he. Umgekehrt kann daraus geschlossen werden, dass die Spaltho¨hen bei den un-
tersuchten Strukturen nicht identisch sind. Die Druckmessungen und der Vergleich mit
berechneten Druckdaten kann daher als indirekter Nachweis fu¨r den ungleichma¨ßigen
Verschleiß der Dichtstreifen angesehen werden. Die im Vergleich zum zweiten Dichtspalt
geringere Spaltho¨he zwischen Kavita¨t und Kammer fu¨hrt zu einer gro¨ßeren Druckdiffe-
renz und somit zu ho¨heren Stro¨mungsgeschwindigkeiten. Im dynamischen Fall, wenn das
gekoppelte System zu Schwingungen angeregt wird, versta¨rkt dieser Verschleißmechanis-
mus die Stro¨mungsgeschwindigkeit und damit auch die Anregung des Druckfeldes an der
Grenzfla¨che zwischen Kavita¨t und Spalt. Der Verschleiß der Dichtstreifen versta¨rkt so-
mit die Tendenz zum Auftreten von Schwingungen. Diese kann durch den Vergleich mit
Messungen der Strukturkombination Rotor100/Stator88 besta¨tigt werden, die mit der
urspru¨nglichen Sensoranordnung zu Beginn des Forschungsprojektes durchgefu¨hrt wur-
den. In diesen fru¨hen Messungen wurden mit Druckdifferenzen von vergleichbarer Gro¨ße
durchweg kleinere Struktur- und Druckamplituden in der Kavita¨t erzielt. Die Frequenzen
der Schwingungen blieben mit ca. 900 Hz dagegen unvera¨ndert.
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Abbildung 4.12: Vergleich der berechneten und gemessenen Dru¨cke in der Labyrinth-
kammer (HD)
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4.7.3 Messungen mit niederdruckseitiger Kavita¨t
Phasenwinkel und Schwingungsordnung des gekoppelten Systems
Bei den Messungen mit niederdruckseitiger Befestigung der Strukturen werden fu¨r die
steife Strukturkombination Rotor100/Stator88 u¨berwiegend Eigenformen der Knoten-
zahl drei identifiziert. Die gemessenen Frequenzen und Schwingungsamplituden von fu¨nf
Einzelmessungen sind in Tabelle 4.2 am Ende des Kapitels aufgelistet. Da bei den steifen
Strukturen recht große Druckdifferenzen zur Schwingungsanregung notwendig sind, wur-
den alle Messungen mit einem Einstromdruck von ca. 6.9 bar durchgefu¨hrt. Sa¨mtliche
Messungen der Strukturkombination Rotor100/Stator88 sind von sehr guter Qualita¨t im
Hinblick auf die Ausbildung umlaufender Wellen, so dass sowohl die Phasenwinkel als
auch die Amplitudenmessung zuverla¨ssige Daten liefern.
In zwei von acht Messungen einer Messreihe lassen sich eindeutig Eigenformen der
Knotenzahl zwei identifizieren. Obwohl die beiden Messungen bei Druckdifferenzen von
1.7 bar und 2.7 bar durchgefu¨hrt wurden, sind die Frequenzen mit 684 Hz und 694 Hz
nahezu gleich. Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt 0.265 bar bzw. 0.28 bar. Die
Strukturamplituden betragen bei beiden Messungen in der Summe ca. 0.055 mm, wobei
die Rotoramplituden kleiner 10 µm sind. Ein gleichzeitiges Auftreten von Schwingun-
gen mit der Knotenzahl zwei und drei in derselben Messung wurde nicht beobachtet.
Die Ursache fu¨r das alternative Auftreten der beiden Moden bei vergleichbaren Druck-
verha¨ltnissen ist nicht bekannt. Die Frequenzen der Schwingungen mit der Knotenzahl
drei liegen zwischen 926 Hz und 973 Hz. Die zugeho¨rigen Druckverha¨ltnisse variieren
zwischen 0.74 und 0.45. Die Druckverha¨ltnisse gelten jedoch fu¨r die gesamte Dichtung,
also zwei aufeinander folgende Dichtspalte, so dass in keinem der Einzelspalte das kriti-
sche Druckverha¨ltnis und damit Schallgeschwindigkeit erreicht wird.
Fu¨r das ha¨ufigere Auftreten der Knotenzahl drei sind mo¨glicherweise die nahezu
u¨bereinstimmenden Struktureigenfrequenzen dieses Modes bei 1128 Hz (Rotor) und
1096 Hz (Stator) als Ursache anzusehen. Die Messungen der Strukturkombination Ro-
tor100/Stator88 sind wegen der eindeutigen Identifizierbarkeit bei HD- und ND-Position
der Kavita¨t wichtig fu¨r die Simulationsrechnungen in Abschnitt 6.4. Zur Validierung
des mathematischen Modells der Druckmoden in Abschnitt 5.1.3 sind die Messungen
mit der Knotenzahl drei von großer Bedeutung, weil die relative Stabilita¨t dieser ND-
Strukturkombination Messungen mit stark variierenden Druckdifferenzen zula¨sst. Dies
fu¨hrt dazu, dass die Geschwindigkeitsa¨nderungen im Dichtspalt in einem weiten Bereich
variieren und dadurch unmittelbare Auswirkung auf die Koeffizienten der partiellen Dif-
ferentialgleichung haben. Vergleiche der aus den resultierenden Koeffizienten berechne-
ten Druckeigenformen mit den gemessenen Druckfeldern tragen zur Verifizierung des
Modells bei.
Die Frequenzen des gekoppelten ND-Systems mit dem Rotor80 liegen unterhalb der
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Frequenzen, die mit dem steifen Rotor100 gemessen wurden und weisen damit einen
noch gro¨ßeren Frequenzabstand zu den HD-Messungen derselben Strukturkombinati-
on auf. Die gemessene Phase zwischen dem Druckfeld und den Strukturen weist ge-
genu¨ber den HD-Messungen einen Phasenwinkel von 180◦ auf. Die Druckkra¨fte wirken
also in Richtung der Strukturverschiebung und ko¨nnen als negative Koppelsteifigkeit
interpretiert werden, die die Frequenz der gekoppelten Schwingung gegenu¨ber den HD-
Messungen stark absenkt. In Abbildung 4.13 ist die gemessene Phase des Druckfeldes in
der Kavita¨t am Beispiel der Knotenzahl vier skizziert. Die Dichte der radialen Striche
zeigt die Verteilung von Hoch- und Niederdruckbereichen zwischen den gegenphasigen
Strukturschwingungen.
Abbildung 4.13: Skizze der Phase zwischen Druckfeld und Strukturen bei ND-seitiger
Kavita¨t und Knotenzahl vier
Einfluss von Struktursteifigkeit und Spaltspiel
Die ND-Messungen mit dem mittleren Rotor80 und dem Stator88 sind u¨berwiegend
von weniger guter Qualita¨t hinsichtlich der winkelgenauen Schwingungsu¨berlagerung.
Dennoch ist ha¨ufig eine eindeutige Identifikation der Moden durch die gemessenen Fre-
quenzen mo¨glich, da diese von der U¨berlagerung der orthogonalen Eigenschwingungen
unabha¨ngig sind. Gegenu¨ber den Messungen mit steifem Rotor beno¨tigen die Messun-
gen mit dem mittleren Rotor80 wesentlich kleinere Druckdifferenzen zwischen Ein- und
Ausstromseite des Labyrinths um deutlich messbare Schwingungsamplituden zu erzeu-
gen. Von dieser Strukturkombination konnten daher Messungen mit Einstromdru¨cken
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von 3 bar, 5 bar und 7 bar gemacht werden. Mit dem Rotor80 konnten Messungen
mit 0.1 mm und 0.15 mm Spaltho¨he durchgefu¨hrt werden. Dabei zeigte sich, dass die
Spaltho¨he offensichtlich auch einen Einfluss auf die Schwingungsordnung der dominanten
Eigenform hat. Auch bei dieser Strukturkombination treten die gemessenen Knotenzah-
len zwei und drei nicht gemeinsam in derselben Messung auf.
Die Moden der Strukturkombination Rotor80/Stator88 mit dem kleineren Spaltspiel
von 0.1 mm lassen sich eindeutig als Knotenzahl drei identifizieren. Sie weisen jedoch
gro¨ßere Streuungen der Messdaten auf, als in den Messungen mit der steifen Struktur-
kombination. Da durch den weniger steifen Rotor80 die notwendigen Druckdifferenzen
zur Erzeugung deutlicher Schwingungsamplituden reduziert werden, ko¨nnen Messungen
mit abgestuften Einlassdru¨cken durchgefu¨hrt werden. Bei 7 bar Einlassdruck konnten
zwei Gruppen von Schwingungen in einer Messreihe gefunden werden. Zwischen 880 Hz
und 900 Hz treten dreimal Schwingungen bei Druckdifferenzen von 1.2 bar bis 1.7 bar
auf. Die Schwingungsamplituden des Rotors liegen bei ca. 0.06 mm, die des Stators
dagegen lediglich zwischen 9 µm und 16 µm. Die Amplitude des Druckfeldes in der Ka-
vita¨t liegt bei ca. 0.17 bar. Zwei Systemschwingungen wurden u¨bereinstimmend bei einer
Druckdifferenz von ca. 0.35 bar und einer Frequenz von 830 Hz gemessen. Die Rotoram-
plituden betragen ca. 0.035 mm, die des Stators ca. 0.01 mm. Die Druckamplitude in
der Kavita¨t betra¨gt ca. 0.1 bar. Die folgende Abbildung 4.14 zeigt drei Frequenzspektren
der Messung bei 900 Hz mit sehr scharfen Spektrallinien fu¨r die Schwingung des Rotors
und die des Druckes an zwei Messpunkten. Die Druckamplitude in der Labyrinthkammer
ist bei dieser ND-Strukturkombination von vergleichbarer Gro¨ße wie die Amplituden in
der Kavita¨t.
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Abbildung 4.14: Frequenzspektren der ND-Messung des Rotor80 mit der Knotenzahl
drei
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Eine Reduzierung des Einstromdruckes auf ca. 3.2 bar fu¨hrt zu keiner relevanten
A¨nderung der Systemfrequenzen. Wieder wurden zwei Gruppen von Schwingungen
bei untereinander vergleichbaren Druckdifferenzen gemessen. Eine Druckdifferenz von
0.95 bar fu¨hrt zu Frequenzen von ca. 880 Hz mit Rotoramplituden um 0.055 mm
und Statoramplituden von ca. 3 µm. Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt ca.
0.075 bar. Eine Verminderung der Druckdifferenz auf ca. 0.32 bar fu¨hrt zu Schwingungen
bei 860 Hz. Die Rotoramplituden liegen bei ca. 0.04mm, wa¨hrend die Statoramplituden
lediglich ca. 5 µm betragen. Die Druckamplitude in der Kavita¨t betra¨gt ca. 0.05 bar.
Die identifizierbaren Messungen mit der gro¨ßeren Spaltho¨he von 0.15 mm weisen stets
die Knotenzahl zwei auf. Bei einem Einstromdruck von 6.9 bar wurde mit einer Druck-
differenz von ca. 1.3 bar eine Rotoramplitude von ca. 0.11 mm und eine Amplitude
des Druckfeldes von ca. 0.2 bar bei 581 Hz gemessen. Bei einem Einstromdruck von
3.2 bar und einer Druckdifferenz von 0.25 bar reduzierte sich die Schwingungsampli-
tude des Rotors auf ca. 0.075 mm und die des Druckfeldes auf 0.068 bar bei einer
Frequenz von 565 Hz. Die Schwingungsamplitude des Stators betra¨gt bei diesen Mes-
sungen nur wenige µm und ist damit weitaus kleiner als die Rotoramplitude, was auch
hier bei der Knotenzahl zwei auf einen Betriebspunkt nahe einer Nullstelle der Stator-
Amplitudenversta¨rkung schließen la¨ßt.
Messungen stationa¨rer Dru¨cke im Labyrinth
Die Messungen des Druckverlaufs in der Labyrinthkammer bei schwingungsgeda¨mpftem
Stator weisen bei niederdruckseitiger Kavita¨t einen wesentlich gro¨ßeren Bereich messba-
rer Druckdifferenzen auf, als bei HD-Befestigung. Durch die Schwingungsda¨mpfung kann
bei ND-seitiger Kavita¨t bis auf Atmospha¨rendruck entspannt werden. Der in Abbildung
4.15 dargestellte Druck in der Labyrinthkammer verla¨uft bei den ND-Messungen deutlich
na¨her am Zustromdruck, als bei den HD-Messungen. Auch ist die aus der Thermodyna-
mik bekannte Limitierung der Stro¨mungsgeschwindigkeit beim Erreichen des kritischen
Druckverha¨ltnisses deutlich erkennbar [HAE91]. Beim Erreichen des kritischen Druck-
verha¨ltnisses im ausstromseitigen Spalt kann die Stro¨mung die Schallgeschwindigkeit
nicht u¨berschreiten und der Massestrom ist dadurch begrenzt. Der Druck in der Laby-
rinthkammer liegt dann gerade auf demjenigen Niveau, das notwendig ist, um diesen
konstanten Massestrom durch den einstromseitigen Dichtspalt zu erreichen. Die Limi-
tierung der Stro¨mungsgeschwindigkeit am Austromspalt, dessen Stro¨mungsa¨nderungen
das Druckfeld in der Kavita¨t anregen, fu¨hren zu einer geringer werdenden Intensita¨t
der Anregung bei steigender Druckdifferenz, da die Geschwindigkeit weniger abha¨ngig
von der Spaltho¨he wird. Dieser Effekt zeigt sich in den Messungen mit der steifen
ND-Konfiguration aus Rotor100 und Stator88, die ausreichend hohe Druckdifferenzen
zula¨sst. In dieser Messreihe mit der Knotenzahl drei nehmen die Amplituden der Struk-
turen und des Druckes mit steigender Druckdifferenz ab, wa¨hrend die Druckeigenform
eine deutliche A¨nderung der axialen Gestalt aufweist.
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Abbildung 4.15: Gemessener Druck an drei Messpunkten bei niederdruckseitiger Befe-
stigung
Die Ursache fu¨r die gro¨ßere Na¨he des Kammerdruckes zum Einstromdruck kann auch
hier durch den unterschiedlichen Verschleißzustand der Dichtstreifen erkla¨rt werden. Bei
der ND-Einbaurichtung ist der Dichtspalt mit gro¨ßerer Schwingungsamplitude und ent-
sprechend sta¨rkerem Materialabtrag an der Spitze auf der Einstromseite. Der Dichtspalt
an der Grenzfla¨che zur Kavita¨t weist demnach weniger Verschleiß auf und hat eine gerin-
gere Ruhespaltho¨he. Um einen konstanten Massestrom durch das gesamte Labyrinth zu
erreichen, ist also ein relativ hohes Druckniveau in der Kammer notwendig. Die relativ
geringe Druckdifferenz zum Einlassdruck reicht aus, um durch den gro¨ßeren Spalt die
notwendige Masse des Fluids mit hoher Dichte fließen zu lassen. Die gro¨ßere Druckdiffe-
renz zwischen Kammer und Ausstromseite ist notwendig zum Erreichen eines konstanten
Massestroms des expandierten Fluids. Ist im ausstromseitigen Dichtspalt das kritische
Druckverha¨ltnis erreicht, so a¨ndert sich das Druckniveau in der Kammer nicht mehr,
trotz weiter sinkenden Auslassdruckes.
Ein Vergleich der gemessenen Dru¨cke in der Kammer mit den Werten aus
Stro¨mungsberechnungen mit gleichen Spaltho¨hen ist in Abbildung 4.16 dargestellt. Auch
bei den ND-Berechnungen ist die U¨bereinstimmung der beiden Druckverla¨ufe sehr gut.
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Geringfu¨gige Streuungen der einstromseitigen Dru¨cke fu¨hren in beiden Kurven zu nahezu
u¨bereinstimmenden A¨nderungen der Druckwerte. Die berechneten Dru¨cke zeigen jedoch
mit zunehmender Druckdifferenz einen linear zunehmenden Abstand von den gemesse-
nen Dru¨cken. Die identischen Spaltho¨hen in der Rechnung erfordern also eine gro¨ßere
Druckdifferenz zwischen Einstrom und Kammer, um einen konstanten Massestrom zu
erreichen. Das kritische Druckverha¨ltnis wird erst bei etwas gro¨ßerer Druckdifferenz im
zweiten Spalt erreicht. Mit dem Erreichen dieses Druckes in der Kammer bleiben auch
die berechneten Druckwerte konstant.
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Abbildung 4.16: Vergleich der gemessenen und berechneten Dru¨cke in der ND-
Labyrinthkammer
Den konstanten Dru¨cken in der Labyrinthkammer bei u¨berkritischen Druck-
verha¨ltnissen geht bereits bei kleineren Druckdifferenzen eine Abflachung des Druck-
verlaufs voraus. Dies bedeutet, dass die Drucka¨nderungen im Labyrinth im Vergleich zu
den ausstromseitigen Drucka¨nderungen in der Kavita¨t relativ kleiner werden. Da die dy-
namische Drucka¨nderung in der Kavita¨t als Druckrandbedingungen fu¨r die Stro¨mung im
Labyrinth anzusehen sind, nimmt bei ansteigender Druckdifferenz die Drucka¨nderung im
Labyrinth ab. Dies fu¨hrt zu einer kleiner werdenden Fluid-Erregerkraft auf die schwin-
genden Strukturen. So hat die Vergro¨ßerung der Druckdifferenz schließlich eine stabili-
sierende Wirkung auf die Schwingung des gekoppelten Systems. Dies a¨ußert sich in einer
beobachteten Zunahme der Druckdifferenzen zur Anregung von Schwingungen wa¨hrend
der Betriebsdauer des Pru¨fstandes. Die Stabilisierung einer Labyrinthdichtung durch
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Vergro¨ßerung des ersten Spaltes in Stro¨mungsrichtung wird auch von LEWIS et al. be-
schrieben [LEW78].
In der folgenden Tabelle 4.2 ist fu¨r die steife Strukturkombination Rotor100/Stator88
und niederdruckseitige Position der Kavita¨t die Abha¨ngigkeit der gemessenen Druck-
und Strukturamplituden von der Druckdifferenz aufgelistet. Die Daten in der Tabelle zei-
gen, dass bei den ND-Messungen mit zunehmender Druckdifferenz die Druckamplituden
im Labyrinth und in der Kavita¨t abnehmen. Mit kleiner werdender Fluid-Erregerkraft
im Labyrinth nehmen die Strukturamplituden ab, so dass auch die A¨nderung der
Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt als Anregung fu¨r das Druckfeld kontinuierlich
abnimmt. Die Zunahme der Stro¨mungsgeschwindigkeit mit anwachsender Druckdifferenz
fu¨hrt im Extremfall zu Schallgeschwindigkeit im Dichtspalt. Mit dem Erreichen die-
ser Grenzgeschwindigkeit verschwindet die Abha¨ngigkeit der Stro¨mungsgeschwindigkeit
von der Spaltho¨he und damit die Anregung der Druckfelder in der Kavita¨t. Bei den
steifen Strukturkombinationen und ND-seitiger Position der Kavita¨t, fu¨hrt eine Ver-
gro¨ßerung der Druckdifferenz somit zum Abklingen der gekoppelte Schwingung. Bei den
Pru¨fstandsversuchen konnte durch O¨ffnen des Kugelhahnes und Ausstrom gegen Atmo-
spha¨rendruck ein vollsta¨ndiges Abklingen der Schwingungen erreicht werden.
Druckdifferenz 2.6 bar 2.7 bar 3.3 bar 3.36 bar 3.75 bar
Frequenz 936 Hz 934 Hz 948 Hz 954 Hz 972 Hz
Druckamplitude 0.177 bar 0.17 bar 0.155 bar 0.158 bar 0.115 bar
Labyrinth
Druckamplitude 0.37 bar 0.355 bar 0.27 bar 0.27 bar 0.194 bar
Kavita¨t
Wegamplitude 0.027 mm 0.026 mm 0.02 mm 0.022 mm 0.016 mm
Rotor
Wegamplitude 0.08 mm 0.076 mm 0.056 mm 0.057 mm 0.035 mm
Stator
Tabelle 4.2: Abha¨ngigkeit der Druck- und Wegamplituden von der Druckdifferenz (ND-
Messungen und Knotenzahl drei von Rotor100/Stator88)
Die in der Tabelle aufgefu¨hrten Messungen zeigen weiterhin einen deutlichen Anstieg
der Systemfrequenzen bei ansteigender Druckdifferenz. Vergleicht man die Druckampli-
tuden in der Kavita¨t mit den Strukturamplituden, so ist zu erkennen, dass die Struktu-
ramplitude um mehr als 50 % abnimmt, wa¨hrend sich die Druckamplitude in der Kavita¨t
um weniger als 50 % vermindert. Aus dem Verha¨ltnis von Druck und Weg resultiert da-
mit eine betragsma¨ßig kleinere Koppelsteifigkeit, die bei niederdruckseitiger Position der
Kavita¨t ein negatives Vorzeichen hat. Daraus folgt, dass diese kleinere, jedoch negative
ND-Koppelsteifigkeit bei ansteigender Druckdifferenz zu einem Anstieg der gemessenen
Frequenz fu¨hrt.
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5 Modale Druckfelder
5.1 Modellbildung der Druckfelder
5.1.1 Akustische Wellengleichung und HELMHOLTZ-Gleichung
Das einfachste mathematische Modell der modalen Druckfelder in der Kavita¨t ist die
Eigenwertformulierung der akustischen Wellengleichung. Diese Gleichung kann in einem
Geometriemodell der Kavita¨t mit der Methode der finiten Elemente (FEM) durch nu-
merische Berechnungen gelo¨st werden. Hierzu wird das Programm FEMLAB benutzt,
welches ein auf der Programmier-Software MATLAB basierendes FE-Programm ist, mit
dem nahezu beliebige partielle Differentialgleichungen (PDG) gelo¨st werden ko¨nnen. Die
Herleitung der akustischen Wellengleichung ist bei KOLLMANN [KOL93] angegeben
und wird nachfolgend kurz beschrieben. Die Ausgangsgleichungen sind die EULERsche
Gleichung der Hydrodynamik (Impulserhaltung) fu¨r die Dichte ρ⋆, die Fluidgeschwin-
digkeit v⋆ und den hydrostatischen Druck p⋆
ρ⋆ ·
[
∂v⋆
∂t
+ (grad v⋆) · v⋆
]
= −grad p⋆, (5.1)
die Kontinuita¨tsgleichung (Masseerhaltung)
∂ρ⋆
∂t
+ div (ρ⋆v⋆) = 0 (5.2)
und die Gleichung fu¨r eine adiabatische Zustandsa¨nderung mit dem Adiabatenexponen-
ten κ
p⋆
p0
=
(
ρ⋆
ρ0
)κ
. (5.3)
Fu¨r die weitere Herleitung der Wellengleichung nennt KOLLMANN einige Annahmen
und Vereinfachungen:
• Druck und Dichte werden durch einen Ruheanteil und einen Sto¨ranteil beschrieben
(p⋆ = p0 + p bzw. ρ
⋆ = ρ0 + ρ). Die Geschwindigkeit v
⋆ der Fluidteilchen ist
ausschließlich ein Sto¨ranteil, da ein ruhendes Fluid vorausgesetzt wird (v⋆ = v).
• Die Sto¨ranteile werden als klein gegenu¨ber den Ruheanteilen angenommen. Pro-
dukte aus Sto¨ranteilen werden daher vernachla¨ssigt. Aus diesem Grund entfa¨llt der
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konvektive Term in Gleichung 5.1 vollsta¨ndig und der Ausdruck fu¨r die Divergenz
von ρv in Gleichung 5.2 vereinfacht sich durch Vernachla¨ssigung von Produkten
aus Sto¨ranteilen.
Weiterhin gibt KOLLMANN eine Abscha¨tzung fu¨r die Drucka¨nderung p an, die er
aus Gleichung 5.3 gewinnt. Diese lautet
p = κ
ρ
ρ0
p0. (5.4)
Schließlich fu¨hrt KOLLMANN mit der Gaskonstante von Luft R die Abku¨rzung
a2 := κ
p0
ρ0
= κRT (5.5)
ein. Diese Definitionsgleichung bezeichnet das Quadrat der adiabaten Schallgeschwin-
digkeit a im ruhenden Fluid. Die Schallgeschwindigkeit ist somit fu¨r ein bestimmtes
Medium nur von der thermodynamischen Temperatur T abha¨ngig. Setzt man den Aus-
druck 5.5 in die linearisierte Adiabatengleichung 5.4 ein, so kann die bereits linearisierte
Kontinuita¨tsgleichung 5.2 weiter vereinfacht werden und es folgt
1
a2
∂p
∂t
+ ρ0 div v = 0. (5.6)
Berechnet man von der ebenfalls bereits vereinfachten EULER-Gleichung die Diver-
genz, um die Geschwindigkeit zu eliminieren, so wird von der Mo¨glichkeit gebrauch
gemacht, die Reihenfolge von zeitlicher Ableitungen und Divergenz zu vertauschen.
Weiterhin wird der LAPLACE-Operator angewendet, der einer zweifachen Ableitung
entspricht.
ρ0
∂
∂t
(div v) = −△p. (5.7)
Wird nun Gleichung 5.6 nach der Zeit differenziert und in Gleichung 5.7 eingesetzt, so
folgt die bekannte Form der akustischen Wellengleichung
1
a2
∂2p
∂t2
= △p, (5.8)
in der ausschließlich der Sto¨ranteil des Druckes vorhanden ist. Weiterhin zeigt KOLL-
MANN, dass auch ein Geschwindigkeitspotential φ der Teilchenschwingung im Fluid,
fu¨r das die Gleichung
v = −gradφ (5.9)
gilt, der Wellengleichung genu¨gt. Die Geschwindigkeitsamplitude der Teilchenschwin-
gung wird in der Akustik als Schnelle bezeichnet. Voraussetzung fu¨r die Beschreibung
des Schnellefeldes v durch den Gradienten einer Potentialfunktion ist dessen Wirbelfrei-
heit, was bei einem ruhenden Fluid stets der Fall ist. Weiter zeigt KOLLMANN, dass
fu¨r Anwendungen in der Akustik die Wellengleichung des Geschwindigkeitspotentials
1
a2
∂2φ
∂t2
= △φ, (5.10)
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ha¨ufig geeigneter ist, da sich aus der Potentialfunktion die Schnelle durch Differenzieren
nach den ra¨umlichen Koordinaten gema¨ß der Gleichung 5.9 berechnen la¨ßt. Auch der
Druck kann durch Differenzieren nach der Zeit aus dem Schnellepotential gema¨ß
p = ρ0
∂φ
∂t
(5.11)
berechnet werden. Dieser Darstellungsweise ist unmittelbar zu entnehmen, dass die zeit-
liche Phase zwischen den Schwingungen von Druck und Schnelle fu¨r einen sinusfo¨rmigen
Druckverlauf gerade π/2 betra¨gt und die beiden Funktionen sich zueinander wie Sinus
und Cosinus verhalten. Die Schnelle erreicht daher an den Knotenpunkten bzw. -linien
der Druckfunktion ihre Extremwerte und umgekehrt. Dieser Zusammenhang zwischen
Druck und Schnelle gilt nicht nur in zeitlicher Hinsicht, sondern auch fu¨r die ra¨umliche
Anordnung von Druck und Schnelle. Bei BERGMANN-SCHA¨FER [BER70] wird dies
am Beispiel von stehenden Wellen in vollsta¨ndig offenen oder einseitig geschlossenen
Rohren beschrieben, wie sie bei der Tonerzeugung in Orgelpfeifen typisch sind.
Zur Berechnung modaler Druckfelder ist es notwendig, die Wellengleichung 5.8 in
eine Eigenwertgleichung umzuformen. Dabei wird die Zeitabha¨ngigkeit der Gleichung
in eine Frequenzabha¨ngigkeit umformuliert. Erreichen la¨ßt sich dies durch den Ansatz
einer harmonischen Druckfunktion bezu¨glich der Zeitabha¨ngigkeit. Die durch diesen An-
satz ausschließlich ortsabha¨ngige Druckfunktion kann dann als Eigenform des modalen
Druckfeldes durch eine FE-Berechnung bestimmt werden. Fu¨r die Kreisfrequenz ω und
einen beliebigen Ortsvektor r lautet die Funktion fu¨r den Druck
p(r, t) = p(r)sin(ωt). (5.12)
Daraus resultiert die zweite zeitliche Ableitung der Funktion als
p¨(r, t) = −ω2p(r)sin(ωt). (5.13)
Die Sinusfunktion bleibt bei der zweiten Ableitung mit negativem Vorzeichen erhalten
und die Kreisfrequenz der Schwingung tritt quadratisch als Vorfaktor auf. Stellt man die
Wellengleichung 5.8 um und teilt den Laplace-Operator wieder auf in einen Divergenz-
und einen Nablaoperator als ra¨umlichen Druckgradienten, so folgt nach Einsetzen der
zweimal differenzierten Ansatzfunktion 5.13 die als HELMHOLTZ-Gleichung [FEM00]
bezeichnete Eigenwertform der akustischen Wellengleichung
∇ · (a2∇p) = −ω2p, (5.14)
bzw. die gela¨ufigere Formulierung
−a2 ·∆p = ω2p. (5.15)
In dieser Gleichung ist der Druck p eine skalarwertige Funktion der Raumkoordina-
ten. Der Eigenwert ω2 ist eine skalare Gro¨ße, aus der unmittelbar die Eigenfrequenz
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folgt. Die Divergenz des Gradientenfeldes von p bezeichnet eine skalarwertige Funkti-
on, abha¨ngig von den Raumkoordinaten im Berechnungsgebiet. In dieser Schreibweise
wird die zweifache Ortsableitung der Druckfunktion dargestellt durch einen Gradienten
und den darauf angewandten Divergenzoperator. Dies erleichtert die weitere Betrach-
tung zur geeigneten Wahl der Randbedingungen fu¨r das Problem. Nach dem aus der
Vektoranalysis bekannten Satz von GAUSS mit den zugeho¨rigen Voraussetzungen an die
Funktionen entspricht das Volumenintegral u¨ber die Divergenz eines Vektorfeldes gerade
dem Integral des Flusses des Feldes in Normalenrichtung u¨ber die Grenze des betrachte-
ten Gebietes. Mathematisch bedeutet dies, dass sich ein Volumenintegral auf ein Ober-
fla¨chenintegral reduzieren la¨ßt. Kann der Fluss des Vektorfeldes durch die Oberfla¨chen
des Berechnungsgebietes bestimmt werden, so folgt daraus die zur FE-Berechnung der
Druckfunktion notwendige Randbedingung.
Die HELMHOLTZ-Gleichung kann direkt mit dem FE-Programm FEMLAB in ei-
nem Geometriemodell der Kavita¨t gelo¨st werden. Da der Koeffizient a2 als Quadrat
der Schallgeschwindigkeit fu¨r Umgebungstemperatur einen konstanten Wert hat, resul-
tieren unterschiedliche Eigenformen der Druckfelder bei gleicher Knotenzahl nur aus
unterschiedlichen Randbedingungen. Zur Modellierung der Randbedingungen kann die
Geometrie der Kavita¨t in drei Bereiche unterteilt werden. Den fla¨chenma¨ßig gro¨ßten
Bereich bildet die Strukturoberfla¨che. Diese besteht aus einer als schallhart, also ideal
schallreflektierend angenommenen Stahloberfla¨che. Die vollsta¨ndige Schallreflektion an
der Stahloberfla¨che kann durch einen verschwindenden Fluss des Schallfeldes durch die
betreffenden Oberfla¨chen beschrieben werden. Die entsprechende Randbedingung wird
als NEUMANN-Randbedingung ([FEM00], [SCH99]) bezeichnet und la¨ßt sich durch die
Gleichung −→n · (a2∇p) = 0 (5.16)
fu¨r alle Stahloberfla¨chen des Geometriemodells realisieren. Dabei wird der nach außen
zeigende fla¨chennormale Einheitsvektor mit −→n bezeichnet. Fu¨r das gesamte Geome-
triemodell des Berechnungsgebietes verbleiben lediglich an den Stirnseiten die beiden
durchstro¨mten Oberfla¨chen, fu¨r die andere Randbedingungen gefunden werden mu¨ssen.
Fu¨r die Grenzfla¨che zwischen dem axialen Stro¨mungsgitter und dem Schallda¨mpfer
wird angenommen, dass durch die Aufweitung des anschließenden Stro¨mungskanals
und die schallda¨mmende Wirkung des Da¨mpfers an dieser Position ein Druckkno-
ten entsteht. Im Vergleich zu den betra¨chtlichen Schalldruckpegeln in der Kavita¨t,
muss von einer Reduktion der Druckamplituden um mehrere Gro¨ßenordnungen durch
den Schallda¨mpfer ausgegangen werden. Die entsprechende Randbedingung wird als
DIRICHLET-Randbedingung bezeichnet und durch die einfache Gleichung p = 0 fu¨r
die Grenzfla¨che beschrieben.
Nur an der Grenzfla¨che zwischen Kavita¨t und Dichtspalt kann in Abha¨ngigkeit von den
Versuchsparametern durch unterschiedliche Randbedingungen die berechnete Eigenform
beeinflusst werden. Dabei wird im Modell nicht zwischen der sehr schmalen Spaltfla¨che
und dem Rest der verbleibenden Stirnfla¨che von der Ho¨he des Dichtstreifens unterschie-
den. Fu¨r die gesamte Stirnfla¨che wird eine gemischte bzw. NEUMANN-Randbedingung
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in der Form −→n · (a2∇p) = −qp (5.17)
gewa¨hlt. In dieser Formulierung wird durch −→n der nach außen zeigende Normalenvek-
tor der Grenzfla¨che bezeichnet, in dessen Richtung der Fluss des Vektorfeldes durch die
Randbedingung bestimmt wird. Durch den Koeffizienten q wird ein Verha¨ltnis zwischen
dem Druckgradienten und dem Druckwert der Lo¨sungsfunktion hergestellt. Aus die-
sem Verha¨ltnis resultieren die gemessenen Druckeigenformen mit Knotenlinien in axialer
Richtung. An den Knotenpunkten der Grenzfla¨che ist der vera¨nderliche Sto¨ranteil des
Druckes null, so dass auch der Druckgradient verschwindet.
Es konnte fu¨r diese einfache Modellierung der Druckmoden durch die HELMHOLTZ-
Gleichung kein Verfahren gefunden werden, das eine quantitative Bestimmung des Ko-
effizienten q erlaubt. Auch die aus den Messungen bekannten Unterschiede der axialen
Druckverla¨ufe in Abha¨ngigkeit von den Versuchsparametern ko¨nnen mit dem beschriebe-
nen Modell nicht nachvollzogen werden. Bei der Herleitung der Wellengleichung werden
offensichtlich Vereinfachungen durchgefu¨hrt, die den physikalischen Eigenschaften der
Druckfelder in der Kavita¨t nicht entsprechen.
5.1.2 Erweiterung der akustischen Wellengleichung
Eine verbesserte Modellierung der akustischen Druckmoden erfordert offensichtlich weni-
ger starke Vereinfachungen und die Beibehaltung von Gro¨ßen, die in der Wellengleichung
vernachla¨ssigt wurden. Um zu einem geeigneten Kompromiss zwischen den notwendi-
gen Vereinfachungen und Linearisierungen der Gleichungen und einer bestmo¨glichen
Abbildung der relevanten physikalischen Zusammenha¨nge in einem Modell der moda-
len Druckfelder zu gelangen, ko¨nnen mit Hilfe der Pegelrechnung aus den vorliegenden
Messdaten die Gro¨ßen des Druckfeldes quantifiziert und hinsichtlich der Notwendigkeit
zur Beru¨cksichtigung im Modell bewertet werden.
Typische Werte der gemessenen Druckamplituden in der Kavita¨t liegen zwischen
0.2 bar und 0.35 bar. In einzelnen Messungen wurden Amplitudenwerte von nahezu
0.5 bar gemessen. Druckamplituden dieser Gro¨ße fu¨hren zu Schwingungen der Fluidteil-
chen, deren Weg- und Geschwindigkeitsamplituden nicht mehr vernachla¨ssigbar sind.
Berechnet man die in der Akustik gela¨ufigen logarithmischen Pegel fu¨r den Schalldruck
dieser Schwingungen, so entspricht ein Amplitudenwert von 0.2 bar einem Schalldruckpe-
gel von 180 dB. Diese Werte u¨bersteigen die in der Maschinenakustik und der physiologi-
schen Akustik ga¨ngigen Amplituden um ein Vielfaches. Aus dem bekannten Druckpegel
kann die Schnelle im Druckfeld berechnet werden. KOLLMANN [KOL93] gibt die not-
wendigen Bezugswerte zur Berechnung der logarithmischen Pegel an. Sie betragen fu¨r
den Schalldruck 2 ·10−5 Pa und fu¨r die Schnelle 5 ·10−8 m/s. Die in den entsprechenden
DIN-Normen festgelegten Bezugswerte sind so gewa¨hlt, dass sa¨mtliche Feldgro¨ßen und
die daraus abgeleiteten Leistungsgro¨ßen (Produkte aus Feldgro¨ßen) im akustischen Feld
aus einem bekannten Pegel berechnet werden ko¨nnen. Die Frequenzabha¨ngigkeit der
Pegel fu¨hrt nicht zu Berechnungsfehlern, da die modalen Schwingungen stets bei einer
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diskreten Frequenz erfolgen. Der zu einem Druckpegel von 180 dB geho¨rende Wert der
Schnelle betra¨gt 80 m/s. Den oben genannten typischen Werten der gemessenen Druck-
amplitude entsprechen damit Schnellewerte zwischen 80 m/s und 140 m/s. Dies sind
auch typische Werte der Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Dichtspalt, so dass hieraus
der Ansatz einer Anregung der Druck- bzw. Schnelleschwingung in der Kavita¨t aus
der A¨nderung der Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt resultiert. Wenn die aus der
Schnelle resultierende Wegstrecke der Fluidteilchen durch das Integral∫
vˆ cos(ωt) dt =
vˆ
ω
sin(ωt) (5.18)
mit der Integrationskonstante Null gegeben ist, so resultieren fu¨r die ha¨ufig auftreten-
den Druckmoden der Knotenzahl zwei bei einer Frequenz von ca. 900 Hz Wegamplitu-
den zwischen 14 mm und 25 mm als typische Werte. Damit sind die Wegamplituden
der Fluidteilchen vergleichbar mit den Geometriemaßen des Labyrinths und der Ka-
vita¨t und ko¨nnen, ebenso wie die Geschwindigkeitsamplituden, nicht als kleine Gro¨ßen
bei der Herleitung der Eigenwertgleichung vernachla¨ssigt werden. Insbesondere die bei
KOLLMANN beschriebene Argumentation fu¨r die Vernachla¨ssigung des konvektiven
Terms in der EULER-Gleichung als Produkt zweier Wechselgro¨ßen, ist im Falle der ge-
messenen Druckamplituden und der resultierenden Schnelle in der Kavita¨t nicht mehr
gu¨ltig. Bereits einfache Abscha¨tzungen zeigen, dass das Produkt (∇v) · v von der glei-
chen Gro¨ßenordnung ist wie der Koeffizient a2, also das Quadrat der adiabaten Schall-
geschwindigkeit in der Wellengleichung.
Die folgende Modifikation der Wellengleichung und deren Eigenwertformulierung er-
hebt nicht den Anspruch auf mathematische Exaktheit. Das Vorgehen zur Bestimmung
einer geeigneten Gleichung orientiert sich an den bereits beschriebenen Schritten zur
Herleitung der akustischen Wellengleichung, wobei die Schwingungsamplituden der Teil-
chen im Druckfeld und die daraus resultierenden Schnellewerte in der Gleichung bei-
behalten werden sollen. Das Ziel dieser Vorgehensweise ist eine halbempirische Glei-
chung, mit deren Hilfe der Einfluss der Teilchenschwingung im Feld und der periodischen
Stro¨mungsa¨nderung im Dichtspalt auf die axiale Gestalt der Druckfelder beschrieben
werden kann.
Ausgangspunkt sind die EULER-Gleichung 5.1, die Kontinuita¨tsgleichung 5.2 und
die linearisierte Adiabatengleichung 5.4 sowie die Definitionsgleichung 5.5 der adiabaten
Schallgeschwindigkeit. Auf die Aufteilung der Feldgro¨ßen in einen konstanten Ruheanteil
und einen Wechselanteil wird verzichtet. Es soll also eine Gleichung bestimmt werden,
die nur den Wechselanteil des Druckfeldes beschreibt. Die Berechnung der Zeitablei-
tung der Kontinuita¨tsgleichung und die Anwendung des Divergenz-Operators auf die
EULER-Gleichung wird analog zum oben beschriebenen Vorgehen durchgefu¨hrt. Aus
der Anwendung des Divergenz-Operators auf die EULER-Gleichung folgt
∇ ·
[
ρ
∂v
∂t
+ ρ (∇v) · v
]
= −∇ · (∇p) = −△p, (5.19)
wobei bereits ausgenutzt wird, dass die aufeinanderfolgende Anwendung von Gradient
und Divergenz durch den LAPLACE-Operator dargestellt werden kann. Weiterhin wird
59
fu¨r die folgende Rechnung von einer Identita¨t der Vektoranalysis Gebrauch gemacht,
die besagt, dass die Anwendung des Divergenz-Operators auf das Produkt aus einer
skalarwertigen (hier: ρ = ρ(x, y, z)) und einer vektorwertigen Funktion bei Anwendung
der Produktregel zum Skalarprodukt aus dem Gradienten dieser Skalarfunktion (∇ρ)
und der Vektorfunktion fu¨hrt. Ausmultiplizieren und Umstellen der Terme fu¨hrt zu
∂v
∂t
· ∇ρ+ ρ∇ · ∂v
∂t
= − [△p+ ((∇v) · v) · ∇ρ+ ρ ∇ · ((∇v) · v)] . (5.20)
Auch in der Kontinuita¨tsgleichung werden nur die Wechselgro¨ßen ρ und v und deren
Produkte beru¨cksichtigt. Die Gleichung hat nach Ausmultiplizieren des Divergenzterms
die Form
∂ρ
∂t
+ v · ∇ρ+ ρ ∇ · v = 0. (5.21)
Wird von dieser Gleichung die Zeitableitung gebildet und werden die entstehenden Terme
entsprechend umgestellt, so folgt die Gleichung
∂v
∂t
· ∇ρ+ ρ∇ · ∂v
∂t
= −
[
∂2ρ
∂t2
+ v · (∇∂ρ
∂t
) +
∂ρ
∂t
(∇ · v)
]
. (5.22)
Ein Vergleich der linken Seiten bei den Gleichungen 5.20 und 5.22 zeigt, dass man die
beiden rechten Seiten gleichsetzen kann. Die zuvor ausmultiplizierten Divergenzopera-
toren werden in beiden Gleichungen wieder zusammengefasst. Die Dichte kann mit dem
aus den Gleichungen 5.4 und 5.5 resultierenden Zusammenhang p = ρa2 in den entspre-
chenden Druck umgerechnet werden. Es folgt daraus die Gleichung
∇ · (∇p) +∇ · ( p
a2
(∇v) · v) = ∂
2p
a2 ∂t2
+∇ · ( v ∂p
a2 ∂t
), (5.23)
in der nun mit einem harmonischen Ansatz entsprechend 5.13 fu¨r die Druckschwingung
die Ableitung nach der Zeit ausgefu¨hrt wird. Dann werden die resultierenden Terme
erneut umgestellt bzw. zusammengefasst und schließlich die gesamte Gleichung mit −a2
multipliziert, was zur folgenden Gleichung
−∇ · [a2∇p+ [(∇v) · v − ω⋆vs] p] = ω2p (5.24)
fu¨hrt. Diese Darstellung der Gleichung entspricht der in dem FE-Programm FEM-
LAB vorgegebenen Schreibweise fu¨r eine allgemeine Eigenwertgleichung. In dieser Glei-
chung ist die aus der Zeitableitung des Druckes resultierende Kreisfrequenz ω⋆ mit der
Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dchtspalt vs zu einer zeitabha¨ngigen Beschleunigung zu-
sammengezogen. Der gesamte Koeffizient der Druckfunktion besteht damit aus der kon-
vektiven und lokalen Beschleunigung. Zu unterscheiden ist zwischen ω⋆, der Kreisfre-
quenz, die aus der gemessenen Frequenz des Systems resultiert und ω2, das dem gesuch-
ten Eigenwert entspricht. Daher kann bei der Modellierung des Druckfeldes die bekannte
Frequenz des gekoppelten Systems zur Bestimmung der lokalen Beschleunigung genutzt
und der Koeffizient als konstant betrachtet werden. Damit ko¨nnen beide Beschleunigun-
gen des Druck-Koeffizienten als konstante Werte behandelt werden. Die aus der periodi-
schen Spaltstro¨mung resultierende lokale Teilchenbeschleunigung regt die Schwingung
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der Fluidteilchen im Resonanzraum der Kavita¨t an und beeinflusst die Eigenform des
Druckfeldes. Wegen der großen Geschwindigkeiten und Wegla¨ngen der Teilchenschwin-
gung im Druckfeld, gelingt erst durch die Beru¨cksichtigung der Teilchenbeschleunigungen
im Druck-Koeffizienten die genaue Berechnung der Druckeigenformen mit der erweiter-
ten HELMHOLTZ-Gleichung als geeignetem Berechnungsmodell.
5.1.3 Quantitative Bestimmung der Koeffizienten der erweiterten
Eigenwertgleichung
Der Koeffizient a2 des Druckgradienten in Gleichung 5.24 entspricht dem Quadrat der
adiabaten Schallgeschwindigkeit und kann aus der individuellen Gaskonstanten R des
Mediums und dessen thermodynamischer Temperatur T sowie dem Adiabatenexponen-
ten κ berechnet werden. Fu¨r Luft bei Raumtemperatur als Betriebsmedium im Pru¨fstand
wird in allen FE-Berechnungen der Wert a =
√
κ R T = 340m/s fu¨r die adiabate Schall-
geschwindigkeit verwendet.
Der aus den beiden Beschleunigungsformen im Druckfeld bestehende Koeffizient der
erweiterten Eigenwertgleichung hat einen grundlegenderen Einfluss auf die Eigenform,
als die Randbedingung an der Grenzfla¨che zum Dichtspalt. Im Falle der konvektiven Be-
schleunigung ist die ortsabha¨ngige Geschwindigkeitsa¨nderung, die die Teilchen im Druck-
feld wa¨hrend eines festen Zeitpunktes erfahren, abha¨ngig von der lokalen Geschwindig-
keit im Feld. Da die Differentialgleichung 5.24 mit konstanten Koeffizienten gelo¨st wird,
kann aus der gemessenen Druckamplitude mittels Pegelrechnung die Schnelle bestimmt
werden. Zur Berechnung des Amplitudenwertes der konvektiven Beschleunigung wird
also die Schwingung eines einzelnen Fluidteilchens im Feld betrachtet. Ist der maximale
Wert der Schnelle im Druckfeld bekannt, so kann fu¨r das Fluidteilchen entlang des Weges
der Hin- und Ru¨ckbewegung im Verlaufe einer vollsta¨ndigen Schwingungsperiode durch
den Ansatz
v(s) = vˆ sin(k · s), k = 2π
4sˆ
(5.25)
der wegabha¨ngige Geschwindigkeitsverlauf bestimmt werden, wobei k die Wellenzahl,
s die Wegkoordinate und sˆ der Amplitudenwert der Auslenkung des Fluidteilchens be-
zeichnet. Die Wellenzahl wird bei einer ra¨umlichen Schwingung analog zur Kreisfrequenz
einer zeitabha¨ngigen Schwingung benutzt. Die Wegamplitude der Teilchenschwingung
resultiert gema¨ß Gleichung 5.18 aus dem Integral der Schnelle des Teilchens. Einsetzen
der Wellenzahl als Funktion von Schnelle vˆ und Frequenz f des gekoppelten Systems
fu¨hrt zum folgenden Ausdruck fu¨r die Geschwindigkeit
v(s) = vˆ sin(
π2f
vˆ
s) (5.26)
und damit zu folgender Ableitung der Teilchengeschwindigkeit nach dem Weg
dv
ds
=
π2f
vˆ
vˆ cos(ks). (5.27)
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Die konvektive Beschleunigung eines Fluidteilchens entlang des Druckgradienten, dessen
Richtung gleich der Wegkoordinate s angenommen wird, kann daher durch den Ausdruck
v
dv
ds
= π2f vˆ sin(ks) cos(ks) =
π2f
2
vˆ sin(2ks) (5.28)
beschrieben werden. Es wird dabei ein bekanntes Additionstheorem zur Vereinfachung
des Produktes aus den beiden trigonometrischen Funktionen ausgenutzt. Aus der Anwen-
dung des Additionstheorems resultiert, dass die Wellenla¨nge der konvektiven Beschleu-
nigung den halben Wert von Geschwindigkeit und Weg hat. Im Verlauf einer Druck-
Halbschwingung existiert jeweils ein Bereich mit positiver und negativer konvektiver
Beschleunigung.
Die lokale Beschleunigung resultiert aus der Geschwindigkeitsa¨nderung der Fluid-
stro¨mung im Dichtspalt. Diese Geschwindigkeitsa¨nderung und die damit verbundene
Drucka¨nderung wirken als Schwingungsanregung auf die Fluidteilchen in der Kavita¨t.
Die Intensita¨t dieser Geschwindigkeitsa¨nderung wird jedoch mit zunehmender Entfer-
nung vom Spalt geringer, was im Modell der Druckmoden als quadratische Abnahme
der Beschleunigung in axialer Richtung durch die Funktion
ω vs(z) = ω vˆs(
z
zmax
)2 (5.29)
beru¨cksichtigt wird.
Die periodische Geschwindigkeitsa¨nderung der Fluidstro¨mung im Dichtspalt erfolgt
um einen Mittelwert, der deutlich von Null verschieden ist. Da im Dichtspalt kei-
ne Messungen durchgefu¨hrt werden konnten, mu¨ssen die Fluidgeschwindigkeiten durch
Stro¨mungsberechnungen ermittelt werden. Bei der u¨berwiegenden Zahl von Messun-
gen folgen die Druckverla¨ufe den Strukturschwingungen entweder gleich- oder gegen-
phasig mit vernachla¨ssigbaren Abweichungen. Dies fu¨hrt zu der Annahme, dass die
Stro¨mung ohne zeitliche Verzo¨gerung infolge von Tra¨gheitseffekten der Strukturbewe-
gung folgt und die Stro¨mungsgeschwindigkeit bei maximalem und minimalem Spalt-
spiel durch stationa¨re Stro¨mungsrechnungen bestimmt werden kann. Die Berechnung
der lokalen Beschleunigung aus den Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Spalt beruht auf
der U¨berlegung, dass die fu¨r das Modell der Druckfelder relevanten Gro¨ßen weniger
in den Stro¨mungsgeschwindigkeiten und ihren A¨nderungen um einen beliebigen Mittel-
wert, sondern vielmehr im Amplitudenwert der kinetischen Energie dieser Geschwindig-
keitsa¨nderungen zu suchen sind. Aus den berechneten Stro¨mungsgeschwindigkeiten bei
maximaler und minimaler Dichtspaltho¨he, wird eine energiegleiche Geschwindigkeitsam-
plitude um den Mittelwert Null berechnet. Es gilt fu¨r eine spezifische, auf die Fluidmasse
bezogene A¨nderung der gesamten kinetischen Energie
∆Ekin/m = ∆e =
1
2
((vsmax)
2 − (vsmin)2), (5.30)
also fu¨r die Amplitudenwerte
eˆ =
1
2
·∆e = vˆ
2
s
2
(5.31)
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und fu¨r die resultierende Geschwindigkeitsamplitude
vˆs =
√
1
2
· ((vsmax)2 − (vsmin)2). (5.32)
Eine Geschwindigkeit dieser Amplitude fu¨hrt bei einer Schwingung der Dichtungsstruk-
turen mit der Kreisfrequenz ω = 2πf zu einer lokalen Beschleunigung von
as =
d
dt
vˆs sin(ωt) = 2πf vˆs cos(ωt). (5.33)
Der Vergleich der Amplitudenwerte von lokaler und konvektiver Beschleunigung zeigt,
dass bei gleicher Frequenz und Geschwindigkeitsamplitude der Koeffizient der konvek-
tiven Beschleunigung mit dem Wert π2/2 = 4.935 stets kleiner ist, als der Koeffizient
der lokalen Beschleunigung mit dem Wert 2π = 6.283 . Weiterhin ist zu beru¨cksichtigen,
dass die Schnelle vˆ der Fluidteilchen im Druckfeld im Allgemeinen nicht mit dem Am-
plitudenwert der Geschwindigkeitsa¨nderung im Dichtspalt vˆs u¨bereinstimmt. Die Er-
gebnisse der Messungen zeigen vielmehr, dass die Schnelle im Druckfeld den Wert
der Stro¨mungsgeschwindigkeit oft deutlich u¨bersteigt. Die beiden Beschleunigungen
im konvektiven Koeffizienten der Differentialgleichung haben unterschiedliche Ursa-
chen und ko¨nnen in den Messungen durch Versuchsparameter beeinflusst werden. Bei
der steifen Strukturkombination mit niederdruckseitiger Kavita¨t ist es mo¨glich, die
Druckdifferenz in einem weiten Bereich zu variieren. Dadurch kann die Amplitude der
Stro¨mungsgeschwindigkeit im Spalt im Verha¨ltnis zur Schnelleamplitude im Druckfeld in
einem weiten Bereich variiert werden. Bei großen Druckdifferenzen steigt die A¨nderung
der Stro¨mungsgeschwindigkeit im Spalt so weit an, dass der Koeffizient das Vorzeichen
wechselt, was zu einer Umkehr des Druckgradienten an der Dichtspaltseite der Kavita¨t
fu¨hrt. Dieser Effekt wurde in Messungen beobachtet und kann mit dem hier beschriebe-
nen Modell sehr gut nachvollzogen werden.
Abschließend soll die quantitative Bestimmung der beiden Beschleunigungen am Bei-
spiel der steifen Strukturkombination Rotor100/Stator88 beschrieben werden. Fu¨r den
konvektiven Koeffizienten der PDG wird gema¨ß der Einleitung zu Kapitel 5.1.2 die
Schnelle der Fluidteilchen mittels Pegelrechnung aus den gemessenen Druckamplitu-
den bestimmt. Fu¨r die bei hochdruckseitiger Kavita¨t und 6.9 bar Einstromdruck typi-
sche Amplitude des Druckfeldes von 0.3 bar resultiert ein Schnellewert von 75 m/s.
Nach Gleichung 5.28 resultiert aus diesem Schnellewert eine konvektive Beschleu-
nigung von 3.33 · 105 m/s2 bei einer Frequenz von 900 Hz. Typische berechnete
Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Dichtspalt liegen fu¨r diese Messungen zwischen 70 m/s
und 90 m/s. Die gema¨ß Gleichung 5.32 berechnete energiegleiche Geschwindigkeitsam-
plitude um die Ruhelage der Teilchen betra¨gt 40 m/s. Daraus resultiert eine lokale
Beschleunigung am Dichtspalt nach Gleichung 5.33 von 2.26 · 105 m/s2. Dieser Wert
nimmt gema¨ß Gleichung 5.29 in der Kavita¨t sehr schnell ab, so dass im Bereich des
Flansches nahezu ausschließlich die konvektive Beschleunigung der Teilchenschwingung
Einfluss auf die Lo¨sung der PDG hat. Der große Zahlenwert der konvektiven Beschleu-
nigung fu¨hrt so zu den gemessenen Drucku¨berho¨hungen in der Mitte der Kavita¨t. Ein
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Vergleich zwischen berechneter und gemessenen Druckeigenformen ist in Abbildung 5.5
dargestellt.
Bei niederdruckseitiger Kavita¨t und 6.9 bar Einstromdruck konnte die Druckdifferenz
in einem Bereich zwischen 2.6 bar bei 934 Hz und 3.8 bar bei 972 Hz ohne Anstreifen
der Dichtungen variiert werden. Der beobachtete Phasensprung bei niederdruckseitiger
Kavita¨t fu¨hrt zu einem negativen Vorzeichen des konvektiven Koeffizienten. Bei klei-
nen Druckverha¨ltnissen zeigen die Druckeigenformen zuna¨chst einen flach abfallenden
Verlauf, der mit zunehmendem Abstand vom Dichtspalt stetig steiler wird. Vergleiche
von berechneten Druckverla¨ufen in der Kavita¨t und Messergebnissen sind in den Ab-
bildungen 5.10 und 5.11 dargestellt. Die Erho¨hung der Druckdifferenz fu¨hrt zu einer
Vorzeichenumkehr des Druckgradienten, der nun einen flachen Anstieg aufweist. In der
Mitte der Kavita¨t wird eine Druckamplitude erreicht, die einige Prozent gro¨ßer ist, als
diejenige am Dichtspalt. Bei diesen Messungen werden die Amplituden des Druckes in
der Kavita¨t und der Strukturschwingung mit anwachsender Druckdifferenz kleiner. Bei
einer Druckdifferenz von 2.7 bar wird eine Druckamplitude von ca. 0.35 bar erreicht. Dies
entspricht einem Druckpegel von ca. 185 dB und einem zugeho¨rigen Wert der Schnelle
von 87.5 m/s. Eine Druckdifferenz von 3.8 bar fu¨hrt zu Druckamplituden in der Kavita¨t
von 0.2 bar und einer Schnelle von 50 m/s. Die zugeho¨rigen konvektiven Beschleunigen
betragen ca. 4 · 105 m/s2 bzw. ca. 2.4 · 105 m/s2. Die berechneten Geschwindigkeiten
im Dichtspalt variieren bei 2.7 bar Druckdifferenz und einer Strukturamplitude von ca.
0.1 mm zwischen 155 m/s und 180 m/s. Bei 3.8 bar Druckdifferenz verringert sich die
Strukturamplitude auf ca. 0.05 mm und die Stro¨mungsgeschwindigkeit variiert zwischen
265 m/s und 273 m/s. Berechnet man aus diesen Geschwindigkeiten die energiegleiche
Geschwindigkeitsamplitude um die Ruhelage, so erha¨lt man Werte von ca. 64.5 m/s und
ca. 46 m/s. Die daraus resultierenden lokalen Beschleunigungen betragen 3.8 · 105 m/s2
und 2.8 ·105 m/s2. Die Werte von lokaler und konvektiver Beschleunigung sind in beiden
Fa¨llen vergleichbar groß und der resultierende Wert des Koeffizienten ist durch die unter-
schiedlichen Vorzeichen am Dichtspalt sehr klein. Die Druckfelder weisen im Bereich des
Dichtspalts daher einen flachen Verlauf mit nahezu verschwindendem Druckgradienten
auf. Bei einer Druckdifferenz von 2.7 bar ist die lokale Beschleunigung stets kleiner als
die konvektive Beschleunigung, so dass der Druckverlauf zuna¨chst schwach, dann immer
sta¨rker abfa¨llt. Bei der gro¨ßeren Druckdifferenz von 3.8 bar ist die lokale Beschleuni-
gung am Spalt dagegen zuna¨chst gro¨ßer als die konvektive Beschleunigung. Da die aus
der Spaltstro¨mung resultierende lokale Beschleunigung rasch abklingt, folgt in beiden
Fa¨llen eine rasche Verminderung der Druckamplitude ab der Mitte der Kavita¨t bis zum
schallda¨mpferseitigen Rand.
Neben der betragsma¨ßigen Bestimmung der Beschleunigungen, aus denen der Koeffizi-
ent des Druckgradienten zusammengesetzt ist, entscheidet die Wahl des Vorzeichens u¨ber
die Richtigkeit der Modellierung der Druckeigenformen. Die durch sa¨mtliche Messungen
besta¨tigte Phasenumkehr um 180◦ zwischen Struktur- und Druckschwingung der HD-
und ND-Felder resultiert im mathematischen Modell aus dem Vorzeichen der konvekti-
ven Beschleunigung. Physikalisch ist sie durch die hoch- oder niederdruckseitige Lage der
Kavita¨t und den Massestrom durch die variable Spaltho¨he erkla¨rbar. Die lokale Umkehr
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des Vorzeichens im Bereich des Dichtspaltes stellt keine grundlegende A¨nderung dar, da
die lokale Beschleunigung der Stro¨mung in der Kavita¨t rasch abklingt.
5.1.4 Bestimmung der Randbedingungen
Fu¨r die stirnseitige Grenzfla¨che der Kavita¨t zum Schallda¨mpfer wird ein Druckknoten
vorgegeben, an dem die berechnete Druckeigenform den Wert Null annimmt. Die Struk-
turoberfla¨chen werden als ideal schallhart und reflektierend modelliert, indem der Fluss
des Feldes in Richtung der nach außen zeigenden Fla¨chennormalen zu Null gesetzt wird.
Die Randbedingung an der Grenzfla¨che zwischen Kavita¨t und Dichtspalt resultiert aus
der Anwendung des GAUSS’schen Satzes auf die erweiterte Form der Wellengleichung.
Mit Hilfe der Messdaten und der Stro¨mungsberechnungen sollen die Koeffizienten an
der Grenzfla¨che quantitativ abgescha¨tzt werden. Damit kann der Fluss des Vektorfeldes
senkrecht zur Grenzfla¨che des Gebietes am Dichtspalt berechnet werden. Die zu Glei-
chung 5.17 analoge Formulierung fu¨r die Randbedingung der erweiterten Wellengleichung
lautet: −→n · [a2∇p+ [(∇v) · v − ω⋆vs] p] = −qp (5.34)
Durch den Koeffizienten q kann in Abha¨ngigkeit vom lokalen Druck der Fluss des Vektor-
feldes durch die Grenzfla¨chen des Berechnungsgebietes in Normalenrichtung vorgegeben
werden. Zuna¨chst wird die Differentialgleichung 5.34 durch den Druck p dividiert und in
eine algebraische Gleichung fu¨r die axiale Richtung umgeschrieben. Das gesamte Vektor-
feld kann nach der Division durch den Druck in der folgenden Form geschrieben werden:
a2
∇p
p
+ (∇v) · v − ω⋆vs = −q⋆ (5.35)
Wegen der Vernachla¨ssigung des fla¨chennormalen Einheitsvektors samt der zugeho¨rigen
La¨ngeneinheit, wird der Koeffizient q mit einem Sternsymbol markiert, um die Un-
stimmigkeit der physikalischen Einheiten in diesem Zwischenschritt anzudeuten. Nach
dem Ersetzen der Ableitungen durch Differenzenquotienten bzw. dem Einfu¨gen des Aus-
druckes aus Gleichung 5.28 fu¨r die konvektive Beschleunigung folgt die algebraische
Gleichung
a2
∆p
pˆ ∆s
+
π2
2
f vˆ − ω⋆vˆs = −q⋆. (5.36)
Die Abscha¨tzung der Zahlenwerte erfolgt aus den Messdaten fu¨r die Amplitudenwerte
der gemessenen Gro¨ßen. Der Quotient ∆p/pˆ bezeichnet die relative Drucka¨nderung auf
einer bestimmten Wegstrecke. Bei einem Hochdruckfeld mit einer (in axialer Richtung
negativen) Drucka¨nderung von 10 % des Amplitudenwertes auf einem Weg von 50 mm
kann beispielsweise der gesamte Quotient im ersten Term durch den Wert −2/m er-
setzt werden. Aus der gemessenen Frequenz der Schwingung, den berechneten Werten
der Schnelle und der Amplitude der Stro¨mungsgeschwindigkeit ko¨nnen die beiden Be-
schleunigungen zahlenwertma¨ßig bestimmt werden. Von dem gesamten Ausdruck werden
nur die Anteile in axialer Richtung beru¨cksichtigt. Eine Integration der axialen Kom-
ponente des Vektorfeldes u¨ber die Umfangsla¨nge ersetzt das Skalarprodukt mit dem
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fla¨chennormalen Einheitsvektor. Dabei tra¨gt die lokale Beschleunigung am Dichtspalt
vollsta¨ndig zu dem Integralwert bei, da sie stets in axialer Richtung erfolgt. Die kon-
vektive Beschleunigung im Druckfeld verla¨uft in Richtung des lokalen Druckgradienten,
der stets in Richtung des sta¨rksten Druckanstieges gerichtet ist und von der axialen
Richtung erheblich abweichen kann. Bei allen Eigenformen, deren Druckmaximum an
der Grenzfla¨che zwischen Dichtspalt und Kavita¨t liegt, erfolgt die konvektive Beschleu-
nigung der Fluidteilchen ausschließlich in Umfangsrichtung und leistet keinen Beitrag
zur Berechnung der Randbedingung. Nach Gleichung 5.28 liegt an den Druckextrema
(wegen der Halbierung der Wellenla¨nge gegenu¨ber der Druckfunktion) stets ein Null-
durchgang der konvektiven Beschleunigung. Da die Druckamplitude am Dichtspalt auch
bei HD-Eigenformen stets weniger als 20 % unterhalb des Maximums liegt, wird die re-
sultierende konvektive Beschleunigung bei der Berechnung der Randbedingungen nicht
beru¨cksichtigt. Das Integral zur Berechnung des Koeffizienten q in der Randbedingung
lautet damit
1
2
∮
SD
| − a2 ∆p
pˆ ∆s
sin(ks)− ω⋆ vˆs sin(ks)| ds = q, k = 2π
SD
. (5.37)
Die Umfangsla¨nge der Dichtung wird hier mit SD bezeichnet. Durch Integration dieser
Gleichung erha¨lt man eine geeignete Abscha¨tzung des Flusses durch die Grenzfla¨che. Fu¨r
den Integralwert ist es ohne Bedeutung, ob die Sinus- und Cosinusfunktionen mit klei-
ner Wellenla¨nge mehrmals u¨ber die Umfangsla¨nge aufsummiert werden, oder ob Grund-
schwingungen angenommen werden, die nur einmal entlang des Strukturumfanges auf-
treten. Da auch bei der Berechnung der Randbedingungen nur die Amplitudenwerte
des Flusses relevant sind, wird jeweils u¨ber die positiven Anteile der Halbwellen inte-
griert bzw. u¨ber den Betrag der gesamten Funktionen integriert und dieser Integralwert
anschließend halbiert. Da der erste Term des Integranden Informationen u¨ber den Druck-
gradienten und die Druckamplitude an der Grenzfla¨che der Kavita¨t erfordert, ist auch
zur Bestimmung der Randbedingung die Kenntnis experimentell ermittelter Daten not-
wendig.
Die Auswertung des Integrals erfolgt mit den Zahlenwerten zur Bestimmung der PDG-
Koeffizienten, wie dies bereits in Abschnitt 5.1.3 beschrieben wurde. Die Schnelle im
Druckfeld wird durch Pegelrechnung aus der Druckamplitude in der Kavita¨t bestimmt
und die Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt resultiert aus statistisch stationa¨ren
Stro¨mungsberechnungen. Sind Messwerte vorhanden, so ko¨nnen die Differenzenquotien-
ten des erste Terms im Integral geeignet abgescha¨tzt werden. Fu¨r die hochdruckseitige
Position der Kavita¨t wird am Beispiel der Zahlenwerte, die im zweitletzten Absatz von
Abschnitt 5.1.3 berechnet wurden, der Koeffizient q in Gleichung 5.37 bestimmt. Fu¨hrt
man die Integration wie oben angegeben numerisch aus, so resultiert ein Zahlenwert
von q = 1.54 · 105 fu¨r den Koeffizienten. Zusammen mit dem positiven konvektiven
Koeffizienten der PDG fu¨hrt diese Randbedingung zu dem beobachteten Anstieg des
Druckverlaufs in der Kavita¨t (vgl. Abbildung 5.5).
Fu¨r die Beispiele mit niederdruckseitiger Kavita¨t und Knotenzahl drei resultieren die
Zahlenwerte zur Bestimmung von q aus den Berechnungsergebnissen, die im letzten Ab-
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satz von Abschnitt 5.1.3 angegeben wurden. Der Wert des Koeffizienten q betra¨gt bei den
Eingabegro¨ßen fu¨r die Druckdifferenz von 2.7 bar q = 9.63 ·104. Fu¨r die gro¨ßeren Druck-
differenz von 3.8 bar liegt das Ergebnis der numerischen Integration bei q = 1.15 ·105. In
beiden Fa¨llen resultiert aus den kleinen Druckgradienten und den relativ großen lokalen
Beschleunigungen an der Grenzfla¨che der Kavita¨t ein positiver Zahlenwert des Koeffizi-
enten. Dieser fu¨hrt zu einem zuna¨chst leicht ansteigenden Verlauf der Eigenform. Das
starke Abfallen des Druckverlaufs in einiger Entfernung vom Dichtspalt wird schließlich
durch den negativen konvektiven Koeffizienten der PDG verursacht (vgl. Abbildungen
5.10 und 5.11).
Die Knotenzahl zwei der steifen Strukturkombination mit niederdruckseitiger Kavita¨t
gibt ein Beispiel fu¨r einen negativen Zahlenwert des Koeffizienten q. Die Druckdiffe-
renz betra¨gt bei dieser Messung ca. 1.7 bar und die Frequenz der Schwingung liegt bei
685 Hz. Die berechneten Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Dichtspalt variieren zwischen
132 m/s und 151 m/s. Berechnet man die energiegleiche Geschwindigkeitsa¨nderung um
die Ruhelage nach Gleichung 5.32, so folgt ein Amplitudenwert von ca. 52 m/s, der
zur Bestimmung der lokalen Beschleunigung im Dichtspalt in Gleichung 5.37 fu¨hrt. Der
Druckgradient am Dichtspalt ist positiv in z-Richtung; der Druck fa¨llt also um ca. 10 %
ab bis zum zweiten Messpunkt in der Kavita¨t. Mit diesen Zahlenwerten folgt aus der
Integration ein Wert von q = −1.1 · 104. Da fu¨r dieses ND-Druckfeld sowohl der konvek-
tive Koeffizient der PDG wie auch der Koeffizient q der Randbedingung negative Werte
annehmen, zeigt das Druckfeld einen nahezu konstant abfallenden Verlauf in der Kavita¨t
(vgl. Abbildung 5.8).
5.1.5 Auswirkungen von Koeffizientenvariationen auf die
Druckeigenform
In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Auswirkungen des konvektiven Koeffizien-
ten der Differentialgleichung 5.24 anhand von drei Beispielen dargestellt. Die berechne-
ten Eigenformen fu¨r die Parameterstudien haben die Knotenzahl zwei und unterschei-
den sich bezu¨glich der axialen Druckverla¨ufe in der Kavita¨t. In Abbildung 5.1 ist eine
Druckeigenform dargestellt, wie sie in der hochdruckseitigen Kavita¨t identifiziert und
anhand der Messdaten mit der erweiterten HELMHOLTZ-Gleichung berechnet werden
kann. Die dargestellte Geometrie der Kavita¨t zeigt am unteren Ende die Elemente des
Stro¨mungsgitters, das urspru¨nglich zur Drallerzeugung vorgesehen war. An der unte-
ren Stirnseite ist stets ein Druckknoten als Randbedingung vorgegeben, wa¨hrend an
der oberen Stirnseite das Verha¨ltnis zwischen dem Druckwert und dem Gradienten der
Funktion mit einer NEUMANN-Randbedingung aus den Messdaten bestimmt wird. Die
axiale Koordinate zeigt senkrecht nach oben. Die abgebildete HD-Eigenform weist da-
her an der oberen Stirnfla¨che bei positivem Druck einen negativen Druckgradienten in
axialer Richtung auf.
Im axialen Verlauf der Druckeigenformen zeigen sich charakteristische Unterschiede,
die hauptsa¨chlich durch die Position der Kavita¨t und die Druckparameter der Mes-
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Abbildung 5.1: Berechnete Druckeigenform der Knotenzahl zwei in hochdruckseitiger
Kavita¨t
sungen bestimmt werden. Zur Darstellung des axialen Druckverlaufs wird in den fol-
genden Abbildungen ein La¨ngsschnitt durch die Druckeigenform an der Position des
Druckmaximums herangezogen. Die Druckeigenformen unterscheiden sich lediglich hin-
sichtlich zweier Berechnungsparameter. Fu¨r den konvektiven Koeffizienten der erwei-
terten HELMHOLTZ-Gleichung 5.24 sowie den frei wa¨hlbaren Koeffizienten in der
NEUMANN-Randbedingung 5.34 werden Zahlenwerte eingesetzt, die nicht auf Messda-
ten beruhen. Es soll lediglich anhand von drei Beispielen die A¨nderung der berechneten
Eigenform in Abha¨ngigkeit von den Betra¨gen und Vorzeichen der beiden Koeffizienten
dargestellt werden.
In den folgenden Abbildungen werden die berechneten Druckverla¨ufe stets mit densel-
ben Daten aus einer Messreihe mit hochdruckseitiger Kavita¨t des Rotor80 bei ca. 4.2 bar
Einstromdruck, Druckdifferenzen zwischen 0.6 bar und 0.9 bar und einer Frequenz des
gekoppelten Systems von ca. 850Hz dargestellt. Zur besseren Vergleichbarkeit der relati-
ven Druckverla¨ufe werden berechnete wie auch gemessene Eigenformen auf den Wert eins
an der Position des Druckmesspunktes am Labyrinth normiert. Der Amplitudenanstieg
vom Dichtspalt zur Mitte der Kavita¨t betra¨gt ca. 10 %, wobei der tatsa¨chliche Maximal-
wert des Druckes nicht genau bestimmt werden kann. Die zu einer Messung geho¨renden
Amplitudenwerte sind durch du¨nne Linien verbunden. Eine Skizze zeigt die Positionen
der Druckmesspunkte in der Kavita¨t. Das erste Beispiel in Abbildung 5.2 zeigt eine be-
rechnete Eigenform, bei der fu¨r den konvektiven Koeffizienten ein Zahlenwert von 2.5·105
und fu¨r die Randbedingung die Zahl q = 5 ·104 verwendet wurden. Die mit diesen Daten
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berechnete Eigenform zeigt mit einer maximalen Amplitudenu¨berho¨hung von ca. 12 %
eine gute U¨bereinstimmung mit einer der Messungen. Die berechnete Eigenfrequenz des
Druckfeldes betra¨gt 736 Hz.
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Abbildung 5.2: Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Druckeigenformen mit
einem Zahlenwert des konvektiven Koeffizienten von 250000 bei 736 Hz
Im folgenden Beispiel in Abbildung 5.3 bleibt der Koeffizient q der Randbedingung
unvera¨ndert, der konvektive Koeffizient wird jedoch auf den Zahlenwert 5 · 104 vermin-
dert. Die berechnete Eigenform zeigt nur noch eine Amplitudenu¨berho¨hung von wenigen
Prozent in der Kavita¨t bei 745 Hz. Der Druckanstieg vom Spalt zum Druckmaximum
verla¨uft entsprechend flacher und entspricht einer typischen Druckeigenform, die bei
niederdruckseitiger Kavita¨t und großen Druckdifferenzen gemessen wurde. Der Vergleich
mit der Eigenform in Abbildung 5.2 zeigt, dass der Koeffizient der PDG einen wesentlich
gro¨ßeren Einfluss auf den axialen Druckverlauf hat, als der Koeffizient der Randbedin-
gung.
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Abbildung 5.3: Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Druckeigenformen mit
einem Zahlenwert des konvektiven Koeffizienten von 50000 bei 745 Hz
Im letzten Beispiel in Abbildung 5.4 werden fu¨r beide Koeffizienten negative Zahlen-
werte gewa¨hlt. Der konvektive Koeffizient verringert sich auf −1 ·105 und der Koeffizient
der Randbedingung wird mit q = −5 · 104 gewa¨hlt. Der resultierende Druckverlauf zeigt
eine nahezu konstante Verminderung der Druckamplitude vom Spalt in die Kavita¨t hin-
ein. Die maximale Druckamplitude wird also am Dichtspalt erreicht und es tritt kein
Druckanstieg in der Kavita¨t auf. Die berechnete Eigenfrequenz sinkt nur geringfu¨gig auf
721 Hz ab. Druckeigenformen mit einem solchen Verlauf treten in den Messungen bei
niederdruckseitiger Kavita¨t mit relativ kleinen Druckdifferenzen auf.
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Abbildung 5.4: Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Druckeigenformen mit
einem Zahlenwert des konvektiven Koeffizienten von -100000 bei 721 Hz
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5.2 Ergebnisse der Druckfeldberechnung
5.2.1 Kriterien fu¨r die Auswahl der Vergleichsmessungen
In diesem Abschnitt werden die axialen Druckverla¨ufe von gemessenen Druckfeldern mit
denen berechneter Druckfelder verglichen. Die Auswahl der Messungen orientiert sich
an deren Qualita¨t und Reproduzierbarkeit hinsichtlich der winkelgenauen U¨berlagerung
der beiden orthogonalen Schwingungen zu einer umlaufenden Welle. Die Messungen mit
dem steifen Stator88 weisen bei allen verwendeten Rotorvarianten gute bis sehr gute
Qualita¨t der Messungen auf und werden daher als Referenzmessungen zur Validierung
der Berechnungsergebnisse herangezogen. Signifikante Unterschiede zwischen den Druck-
feldern resultieren aus der Position der Kavita¨t. Druckmoden mit der Knotenzahl zwei
wurden in HD-seitiger und ND-seitiger Kavita¨t gemessen und ko¨nnen mit den entspre-
chenden Berechnungen verglichen werden. Die charakteristischen axialen Druckverla¨ufe
resultieren aus dem Zusammenspiel von konvektiver Beschleunigung im Druckfeld und
lokaler Beschleunigung der Teilchen an der Grenzfla¨che zwischen Kavita¨t und Dicht-
spalt. Fu¨r die Knotenzahl drei existiert eine Messreihe mit ND-seitiger Kavita¨t, in der
die Druckdifferenzen in einem weiten Bereich variiert werden konnten. Aus der Variation
der Druckdifferenz folgt eine deutliche A¨nderung des Druckgradienten im Bereich des
Dichtspaltes, der in den Berechnungen ebenfalls nachvollzogen werden kann. Weiterhin
fu¨hren Versuche mit weniger steifen Rotor-Strukturen zu A¨nderungen bei den Druck-
verla¨ufen, die gute U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen der Druckfeldberechnungen
aufweisen. Die quantitative Bestimmung der PDG-Koeffizienten und der Randbedingun-
gen wurde in den Abschnitten 5.1.3 und 5.1.4 beschrieben.
5.2.2 Modelle der Druckfelder in hochdruckseitiger Kavita¨t
Bei Druckfeldern in hochdruckseitiger Kavita¨t fu¨hrt die lokale Vergro¨ßerung der
Spaltho¨he zu einem gro¨ßeren Massenstrom aus der Kavita¨t in den Spalt, was zu einem
Druckabfall an dieser Stelle fu¨hrt. Dagegen nimmt der Massenstrom an der Position
der kleinsten Spaltho¨he lokal ab und fu¨hrt zu einem Druckanstieg an dieser Umfangs-
position der Kavita¨t. Dieser Zusammenhang fu¨hrt zu der beobachteten Phase zwischen
Druckfeld und Strukturschwingung, aus der wiederum das Vorzeichen des konvektiven
Koeffizienten im Modell der Druckfelder resultiert.
Die folgende Tabelle 5.1 zeigt fu¨r den Stator88 die gemessenen Versuchsparameter
fu¨r zwei verschiedene Rotorvarianten. Die Frequenzen des gekoppelten Systems unter-
scheiden sich nur um ca. 3 %. Es handelt sich in beiden Fa¨llen um die Knotenzahl zwei.
Nach Tabelle 4.1 liegen die gemessenen Systemfrequenzen zwischen der deutlich ho¨heren
Eigenfrequenz des Stators und den in beiden Fa¨llen deutlich kleineren Eigenfrequenzen
der Rotoren. Bei den hier aufgelisteten Daten handelt es sich um typische Werte aus
Einzelmessungen mit guter Reproduzierbarkeit. Die Druckeigenform kann infolge win-
kelgenauer U¨berlagerung der Schwingungen eindeutig identifiziert werden.
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Variante Rotor100 Rotor80
Frequenz 902 Hz 867 Hz
Druck, Einlass 6.9 bar 6.9 bar
Druck, Differenz 0.85 bar 1.1 bar
Druck, Amplitude 0.32 bar 0.3 bar
Rotor, Amplitude 0.04 mm 0.03 mm
Stator, Amplitude 0.09 mm 0.065 mm
Geschwindigkeit, Stro¨mung, min 68 m/s 77 m/s
Geschwindigkeit, Stro¨mung, max 82 m/s 95 m/s
Tabelle 5.1: Gemessene und berechnete Parameter der HD-Druckfelder, Knotenzahl zwei
Der Vergleich der berechneten Druckmoden mit den gemessenen Druckamplituden an
den Sensorpositionen in der Kavita¨t ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Die Verla¨ufe sind
normiert, um die Vergleichbarkeit zwischen einzelnen Messungen mit unterschiedlichen
Amplituden zu ermo¨glichen. In der Abbildung wird eine Messreihe mit drei Einzelmes-
sungen gezeigt, die nahezu identische Verla¨ufe aufweisen. Die berechnete Druckeigenform
unterscha¨tzt die gemessenen Werte geringfu¨gig. Die Messwerte an den drei axialen Sen-
sorpositionen einer einzelnen Messung sind durch gestrichelte Linien verbunden.
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Abbildung 5.5: Vergleich der gemessenen und berechneten Druckeigenform bei der stei-
fen Strukturkombination Rotor100/Stator88 und Einstromdru¨cken von
ca. 7 bar
Da sich an der mittleren Sensorposition zwei Drucksensoren an unterschiedlichen Um-
fangspositionen befinden, wird der arithmetische Mittelwert aus beiden Amplituden ge-
bildet. Bei Messungen mit winkelgenauer U¨berlagerung der Moden sind beide Werte
nahezu gleich, wa¨hrend unterschiedliche Messwerte an den beiden Messpunkten darauf
hindeuten, dass die U¨berlagerung der Moden nicht zu einer gleichma¨ßigen umlaufenden
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Welle fu¨hrt und daher diese Messdaten fehlerbehaftet sind. Deutlich sichtbare Abwei-
chungen der Amplituden einzelner Messpunkte sind in der folgenden Abbildung 5.6 er-
kennbar. In der Abbildung ist die berechnete Eigenform mit einer gro¨ßeren Anzahl von
Messungen aus drei Messreihen mit Einlassdru¨cken von 3 bar, 5 bar und 7 bar dargestellt.
Deutlich ist zu erkennen, dass auch sta¨rkeres Variieren der Druckparameter zu a¨hnlichen
normierten Druckverla¨ufen fu¨hrt. Die absoluten Amplituden zwischen Einzelmessungen
ko¨nnen jedoch deutliche Unterschiede aufweisen.
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Abbildung 5.6: Vergleich der gemessenen und berechneten Druckeigenform bei der stei-
fen Strukturkombination Rotor100/Stator88 und verschiedenen Ein-
stromdru¨cken
Die Messungen mit dem etwas weniger steifen Rotor80 zeigen nahezu gleiche Verla¨ufe
wie beim steifen Rotor100. Von dieser Rotorvariante konnten Messungen mit 0.1 mm
und mit 0.15 mm Spaltspiel durchgefu¨hrt werden. Mit der kleinen Spaltho¨he konnten
lediglich Messungen bei kleinen Druckdifferenzen und Schwingungsamplituden durch-
gefu¨hrt werden, die mit großen Streuungen der gemessenen Daten behaftet sind.
Der in Abbildung 5.7 erkennbare Unterschied zum steifen Rotor mit gleichem Ru-
hespaltspiel beschra¨nkt sich auf einen um ca. 4 % geringeren Druckanstieg in der
Mitte der Kavita¨t bei gleichem Absolutwert der Druckamplitude. Da nach Tabelle
5.1 die Strukturamplitude mit dem Rotor80 deutlich geringer ist, resultiert aus der
ho¨heren Koppelsteifigkeit und der niedrigeren Eigenfrequenz des Rotors in der Sum-
me eine etwas geringere Frequenz des gekoppelten Systems. Die wesentlich bessere
U¨bereinstimmung der gemessenen mit der berechneten Druckeigenform gegenu¨ber den
Ergebnissen in Bild 5.5 resultiert sehr wahrscheinlich aus der besseren Berechenbarkeit
des Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Dichtspalt. Aus der ho¨heren Druckdifferenz resul-
tieren insgesamt ho¨here Stro¨mungsgeschwindigkeiten und die Berechnung der Minimal-
geschwindigkeit ist durch die gro¨ßere verbleibende Spaltho¨he wesentlich zuverla¨ssiger.
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Abbildung 5.7: Vergleich der gemessenen und berechneten Druckeigenform bei der
Strukturkombination Rotor80/Stator88 und 7 bar Einstromdruck
Die Messungen mit dem weichen Rotor14 werden wegen zu großer Streuung der
Messwerte in diesem Abschnitt nicht dargestellt. Betrachtet man jedoch einzelne, zu-
verla¨ssig erscheinende Messwerte, so werden Druckeigenformen gemessen, die eine Am-
plitude bis ca. 0.17 bar erreichen und einen weniger steilen Druckanstieg zur Mitte der
Kavita¨t aufweisen. Da auch die Summe der Strukturamplituden nur ca. 50 µm betra¨gt,
resultiert dennoch eine betra¨chtliche Fluidsteifigkeit, die zu Frequenzen des gekoppelten
Systems von ca. 900 Hz fu¨hrt.
Zusammenfassend la¨sst sich feststellen, dass die Gestalt der Druckeigenformen in
den Berechnungen sehr gut mit den gemessenen axialen Druckverla¨ufen u¨bereinstimmt.
Einen wesentlichen Anteil an der guten U¨bereinstimmung von Messung und Rechnung
hat die Erweiterung der HELMHOLTZ-Gleichung 5.24 um den Koeffizienten aus lo-
kaler und konvektiver Beschleunigung. Beide Beschleunigungsformen ko¨nnen aus den
Messdaten bzw. aus einfachen Stro¨mungsrechnungen ermittelt werden und beeinflussen
die resultierende Druckeigenform entscheidend. Auch die quantitative Bestimmung der
NEUMANN-Randbedingung mit Gleichung 5.37 tra¨gt zu der guten U¨bereinstimmung
zwischen Messung und FE-Berechnung bei
5.2.3 Modelle der Druckfelder in niederdruckseitiger Kavita¨t
Bei Druckfeldern in niederdruckseitiger Kavita¨t fu¨hrt eine Erweiterung des Dichtspaltes
zu einem vergro¨ßerten Massestrom aus dem Labyrinth in die stromab liegende Kavita¨t.
Der Druck nimmt an der Position des gro¨ßten Spaltspiels wegen des vergro¨ßerten Zu-
stroms aus dem Labyrinth lokal zu. Umgekehrt fu¨hrt ein verengter Dichtspalt zu einem
geringeren Massestrom in die stromab gelegene Kavita¨t, was zu einer lokalen Druck-
absenkung fu¨hrt. Durch diese stro¨mungsbedingte Umkehr der Zu- und Abflu¨sse in der
niederdruckseitigen Kavita¨t, gegenu¨ber der hochdruckseitigen Kavita¨t, a¨ndert sich die
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Phase zwischen Druck und Struktur um den gemessenen Winkel von 180◦. Diese Pha-
sena¨nderung fu¨hrt zu einer negativen Koppelsteifigkeit bei niederdruckseitiger Kavita¨t.
Mit der negativen Koppelsteifigkeit ist eine deutliche Absenkung der Frequenz des ge-
koppelten Systems verbunden.
Die Schwingungsamplituden des Stators sind bei niederdruckseitiger Kavita¨t und Kno-
tenzahl zwei im Gegensatz zur hochdruckseitigen Kavita¨t verschwindend gering. Die Da-
ten dieser Schwingungsform sind in Tabelle 5.2 aufgelistet. Der Vergleich mit der in Ta-
belle 5.1 aufgefu¨hrten Schwingungsamplituden bei hochdruckseitiger Kavita¨t deutet auf
eine Verschiebung der Schwingung in die Na¨he einer Tilgerfrequenz der Statorschwingung
hin. Das auftreten dieser geringen Statoramplitude bei der niederdruckseitigen Knoten-
zahl zwei kann bei beiden Rotorvarianten beobachtet werden. Die Schwingfrequenz mit
dem Rotor80 ist um mehr als 100 Hz bzw. ca. 15 % gegenu¨ber der Messung mit stei-
fem Rotor100 abgesenkt. Sa¨mtliche Messdaten zeigen eine prinzipielle A¨hnlichkeit der
Schwingungsformen beider Rotorvarianten. Im Gegensatz zu den Messungen mit hoch-
druckseitiger Lage der Kavita¨t ist bei allen Druckeigenformen in der niederdruckseitigen
Kavita¨t eine Verminderung der Druckamplitude mit zunehmendem Abstand zum Dicht-
spalt zu beobachten. Aus der Tabelle ist auch zu ersehen, dass beim steifen Rotor100,
trotz gro¨ßerer Druckdifferenzen zwischen Ein- und Ausstromseite, deutlich kleinere Am-
plitudenwerte der Druck- und Strukturschwingung gemessen werden.
Variante Rotor100 (1) Rotor100 (2) Rotor80
Frequenz 684 Hz 694 Hz 576 Hz
Druck, Einlass 6.9 bar 6.9 bar 6.9 bar
Druck, Differenz 1.7 bar 2.9 bar 1 bar
Druck, Amplitude 0.265 bar 0.28 bar 0.2 bar
Rotor, Amplitude 0.045 mm 0.05 mm 0.1 mm
Stator, Amplitude 0.01 mm 0.004 mm 0.001 mm
Geschwindigkeit, Stro¨mung, min 132 m/s 197 m/s 88 m/s
Geschwindigkeit, Stro¨mung, max 151 m/s 214 m/s 99 m/s
Tabelle 5.2: Gemessene und berechnete Parameter der ND-Druckfelder, Knotenzahl zwei
Die Eigenform der Knotenzahl zwei bei 684 Hz mit dem Rotor100 ist in Abbildung
5.8 zusammen mit gemessenen Druckverla¨ufen dargestellt. Die normierten Druckam-
plituden dieser Eigenform zeigen eine nahezu linearen Abnahme um ca. 20 % in der
Kavita¨t. Die beiden dargestellten Messungen sind die einzigen Messungen, die von der
Knotenzahl zwei in der niederdruckseitigen Kavita¨t vorliegen. Die winkelgenaue Schwin-
gungsu¨berlagerung fu¨hrt jedoch zu einer eindeutigen Identifikation der Eigenform, so
dass diese beiden Messungen der gro¨ßeren Zahl vorhandener Messungen mit dem Ro-
tor80 vorgezogen werden.
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Abbildung 5.8: Vergleich der gemessenen und berechneten Niederdruck-Eigenform bei
der Strukturkombination Rotor100/Stator88 und 7 bar Einstromdruck
(Knotenzahl 2)
Die zweite gemessene Eigenform der Knotenzahl zwei bei 694 Hz des Rotor100 ist
zusammen mit den Messungen in Abbildung 5.9 dargestellt. Im Unterschied zum vor-
hergehenden Bild verla¨uft die normierte Eigenform weniger stark abfallend. Vergleicht
man die Daten in Tabelle 5.2 so fu¨hrt die wesentlich gro¨ßere Druckdifferenz von 2.9 bar
zwar zu einem ho¨heren Niveau der Stro¨mungsgeschwindigkeit, die Druck- und Struktu-
ramplituden sind jedoch nahezu unvera¨ndert. Dadurch wa¨chst die lokale Beschleunigung
am Dichtspalt an und fu¨hrt zu dem deutlich kleineren Druckgradienten im Bereich des
Dichtspaltes.
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Abbildung 5.9: Vergleich der gemessenen und berechneten Niederdruck-Eigenform bei
der Strukturkombination Rotor100/Stator88 und 7 bar Einstromdruck
(Knotenzahl 2)
Auch bei der Knotenzahl drei mit niederdruckseitiger Kavita¨t fu¨hrt der Phasenwin-
76
kel zwischen Druck und Struktur zu einer negativen Koppelsteifigkeit und dadurch zu
einer Frequenzabsenkung des gekoppelten Systems bis auf ca. 900 Hz. Auffallend ist
der geringe Frequenzabstand zwischen den Messungen mit Rotor100 und Rotor80, der
aus der Struktureigenfrequenz alleine nur schwer zu erkla¨ren ist. Die Frequenzen der
Rotoren liegen nach Tabelle 4.1 mit 1128 Hz zu 889 Hz um ca. 25 % auseinander,
wa¨hrend die Systemfrequenzen nur einen Abstand von ca. 3 % haben. Scha¨tzt man die
Koppelsteifigkeit aus dem Verha¨ltnis von Druckamplitude und Strukturamplitude ab
und beru¨cksichtigt deren negatives Vorzeichen, so tra¨gt offensichtlich die betragsma¨ßig
gro¨ßere negative Koppelsteifigkeit beim Rotor100 zu der beobachteten Frequenzabsen-
kung bei. Die Eigenfrequenz des Rotor80 ist nahezu identisch mit der Frequenz des
gekoppelten Systems.
Bei den in Tabelle 5.3 aufgelisteten Messdaten ist zu erkennen, dass die Druckei-
genformen der Knotenzahl drei nochmals gro¨ßere Druckdifferenzen aufweisen, als die
Druckmoden der Knotenzahl zwei. Die Verminderung der absoluten Druckamplitude bei
gro¨ßer werdender Druckdifferenz ist deutlich durch Messdaten belegt. Die Amplituden
der Strukturschwingungen weisen bei der Knotenzahl drei mit steifem Rotor100 eine
deutlich gro¨ßere Amplitude des Stators auf. Bei der Messung mit dem weniger stei-
fen Rotor80 dreht sich das Amplitudenverha¨ltnis zwischen Rotor und Stator um und
die Rotoramplitude ist deutlich gro¨ßer als die Statoramplitude. Da diese Strukturkom-
bination mit 892 Hz auch die niedrigste Systemfrequenz der drei Beispiele aufweist,
kann in diesem Fall wiederum eine Schwingung in der Na¨he einer Tilgungsfrequenz des
Stators angenommen werden. Die ansteigende Druckdifferenz fu¨hrt zu einer deutlichen
Verminderung der absoluten Druckamplitude und zu einer kontinuierlichen A¨nderung
der Eigenform mit anwachsendem Druckmaximum in der Kavita¨t. Diese bereits bei der
Knotenzahl zwei erkennbare Tendenz kann bei der Knotenzahl drei an einer gro¨ßeren
Zahl von Einzelmessungen in gleicher Weise beobachtet werden.
Variante Rotor100 (1) Rotor100 (2) Rotor80
Frequenz 934 Hz 972 Hz 892 Hz
Druck, Einlass 6.9 bar 6.9 bar 6.9 bar
Druck, Differenz 2.7 bar 3.75 bar 2 bar
Druck, Amplitude 0.36 bar 0.2 bar 0.17 bar
Rotor, Amplitude 0.026 mm 0.016 mm 0.065 mm
Stator, Amplitude 0.076 mm 0.034 mm 0.011 mm
Geschwindigkeit, Stro¨mung, min 155 m/s 265 m/s 92 m/s
Geschwindigkeit, Stro¨mung, max 180 m/s 273 m/s 135 m/s
Tabelle 5.3: Gemessene und berechnete Parameter der ND-Druckfelder, Knotenzahl drei
In der folgenden Abbildung 5.10 ist die Druckeigenform des Rotor100 mit 2.7 bar
Druckdifferenz im Vergleich mit den sechs Einzelmessungen der Knotenzahl drei bei
niederdruckseitiger Kavita¨t dargestellt. Mit verschiedenen Druckdifferenzen zwischen
2.6 bar und 3.75 bar konnten zwei Gruppen von Druckverla¨ufen gemessen werden. Die
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beiden Messungen mit weniger als 3 bar Druckdifferenz weisen an den Messpunkten am
Spalt und in der Mitte der Kavita¨t nahezu gleiche Druckamplituden auf. Der Messpunkt
am Befestigungsflansch der Struktur zeigt eine deutlich kleiner Druckamplitude. Daraus
kann geschlossen werden, dass in der Na¨he des Spaltes, zwischen den beiden ersten Mes-
spunkten, ein Druckmaximum liegt. Die berechnete Eigenform weist einen sehr kleinen
Druckgradienten im Bereich des Spaltes auf und unterscha¨tzt den tatsa¨chlichen Druck-
verlauf geringfu¨gig. Auch die Kru¨mmung der berechneten Kurve ist weniger stark, als
es die Messungen fu¨r den tatsa¨chlichen Verlauf andeuten.
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Abbildung 5.10: Vergleich der gemessenen und berechneten Niederdruck-Eigenform bei
der Strukturkombination Rotor100/Stator88 und 7 bar Einstromdruck
(Knotenzahl 3)
In der Abbildung 5.11 ist der berechnete Druckverlauf aus den Daten mit 3.75 bar
Druckdifferenz im Vergleich zu den Messungen dargestellt. Die Gruppe von Messun-
gen mit Druckdifferenzen gro¨ßer 3 bar zeigt u¨bereinstimmend ein Druckmaximum am
mittleren Messpunkt. Bei anwachsender Druckdifferenz ko¨nnen fu¨r alle ND-Messungen
ansteigende Druckamplituden in der Mitte der Kavita¨t beobachtet werden. Im Falle ei-
ner Druckdifferenz von mehr als 3 bar fu¨hrt dieser Effekt sogar zu Amplitudenmaxima in
der Mitte der Kavita¨t, die die Amplitude am Dichtspalt um einige Prozent u¨bersteigen.
Diese Vergro¨ßerung der Druckamplitude ist nicht sehr stark ausgepra¨gt, jedoch deut-
lich und sehr gut reproduzierbar. Die Druckverla¨ufe in der Kavita¨t resultieren aus dem
Verha¨ltnis der Schnelle im Druckfeld zur Stro¨mungsgeschwindigkeit im Dichtspalt. Hohe
Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Spalt fu¨hren zu großen lokalen Beschleunigungen und
damit zu einer Vorzeichenumkehr des Koeffizienten. Dieser Effekt ist wegen des raschen
Abklingens der lokalen Beschleunigung nach Gleichung 5.29 auf den Bereich am Dicht-
spalt beschra¨nkt und fu¨hrt mit zunehmendem Abstand zum Spalt zu stark abfallenden
Druckamplituden.
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Abbildung 5.11: Vergleich der gemessenen und berechneten Niederdruck-Eigenform bei
der Strukturkombination Rotor100/Stator88 und 7 bar Einstromdruck
(Knotenzahl 3)
Zusammenfassend ist festzustellen, dass die erweiterte Form der HELMHOLTZ-
Gleichung 5.24 insbesondere durch den Koeffizienten aus der konvektiven Beschleuni-
gung der Teilchen im Druckfeld und der lokalen Beschleunigung im Dichtspalt sehr
gut als Berechnungsmodell fu¨r die gemessenen modalen Druckfelder geeignet ist. Mit
den aus stationa¨ren Stro¨mungsberechnungen stammenden Geschwindigkeiten im Dicht-
spalt und der mittels Pegelrechnung aus der gemessenen Druckamplitude berechneten
Schnelle der Teilchen im Druckfeld ko¨nnen die lokale und konvektive Beschleunigung
der Teilchen in der Kavita¨t bestimmt werden. Diese fu¨hren in der Eigenwertgleichung
zu den beobachteten Verla¨ufen der Druckeigenformen in der Kavita¨t. Auch die Randbe-
dingungen zur Lo¨sung der HELMHOLTZ-Gleichung gema¨ß Abschnitt 5.1.3 tragen zur
guten U¨bereinstimmung von berechneten und gemessenen Druckverla¨ufe bei und sind
offensichtlich ein geeigneter Ansatzpunkt zur Erstellung allgemeingu¨ltiger Berechnungs-
modelle.
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6 Simulation der gekoppelten
Labyrinthschwingungen
6.1 Ausgangssituation fu¨r die Modellierung
Die Simulationsrechnungen fu¨r die gekoppelten Schwingungen basieren auf einem Mo-
dell mit zwei Freiheitsgraden fu¨r die beiden Strukturmassen. Das Modell beruht auf
Daten aus der FE-Diskretisierung der Strukturen. Es handelt sich jedoch nicht um eine
Beschreibung des Schwingungsverhaltens durch die modalen Parameter (Eigenfrequenz,
Eigenform und modale Da¨mpfung), sondern um ein Modell der modalen Schwingung,
das die gesamte auftretende Energie bilanziert. Dies bedeutet, dass, ausgehend von der
FE-Diskretisierung, die tatsa¨chliche Strukturmasse sowie die Struktur- und Fluidstei-
figkeit elementweise berechnet und zu den Koeffizienten der Differentialgleichungen auf-
summiert werden. Die Energiebilanz der modalen Schwingung resultiert aus den weg-
, geschwindigkeits- und beschleunigungsproportionalen Kra¨ften auf die Einzelelemente
und deren Verschiebung bei der gemessenen Frequenz. Bezieht man die in der Laby-
rinthkammer wirkende Fluidkraft in die Bilanz mit ein, so wird die Schwingung durch
die folgenden inhomogenen linearen Differentialgleichungen beschrieben, die durch die
Fluidsteifigkeit kF gekoppelt sind.
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·
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sR
sS
]
=
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]
(6.1)
Die Indizes in der Gleichung bezeichnen Rotor (R) und Stator (S). Die
Da¨mpfungskoeffizienten werden durch die bekannte Masse M und Struktursteifigkeit
K aus der modalen Da¨mpfung bestimmt. Dabei wird eine schwache Da¨mpfung ange-
nommen, die geringfu¨gig gro¨ßer ist, als die gemessene modale Strukturda¨mpfung und
evtl. vorhandene Fluidda¨mpfung im Druckfeld beru¨cksichtigt. Die Kra¨fte auf die Struk-
turen werden durch Integration der sinusfo¨rmigen gemessenen Druckfunktion u¨ber die
Oberfla¨che der Labyrinthkammer berechnet. Gleichung 6.1 beschreibt einen gekoppel-
ten Schwinger mit zwei Massen und einer Koppelsteifigkeit, wie er in Abbildung 6.1
dargestellt ist.
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Abbildung 6.1: Einfaches Modell des gekoppelten Systems mit zwei Strukturmassen
Die effektiv an der Schwingung beteiligte Masse wird aus den Einzelmassen der Ele-
mente des FE-Modells aufsummiert. Beru¨cksichtigt werden nur diejenigen Elemente des
zylindrischen Strukturteils, deren Knotenpunkte mindestens ca. 3 % der maximalen
radialen Schwingungsamplitude aufweisen. Vernachla¨ssigt werden damit alle Elemente
des Befestigungsflansches, da dieser nicht vom Druckfeld beaufschlagt wird. Die an den
Flansch angrenzenden Elemente des zylindrischen Teils weisen nur geringe radiale We-
gamplituden auf, weil der Flansch auf diesen Bereich eine versteifende Wirkung hat.
Da das Druckfeld an der Position des Flansches teils große Amplituden erreicht, wu¨rde
die Einbeziehung dieses Bereiches zu einer deutlichen Verfa¨lschung (U¨bescha¨tzung) der
Fluidsteifigkeit fu¨hren. Bei Kenntnis der effektiven Masse der Struktur kann aus der
bekannten Beziehung
ω2
0
=
K
M
(6.2)
mit der ebenfalls bekannten Eigenfrequenz der Strukturen die modale Steifigkeit beider
Strukturen berechnet werden. Ferner kann mit den nunmehr bekannten Gro¨ßen der
Da¨mfungskoeffizient D aus
d =
D
2
√
KM
(6.3)
berechnet werden. Dabei entspricht d der gemessenen modalen Da¨mpfung in Prozent
und wird auch als dimensionsloses LEHRsches Da¨mpfungsmaß bezeichnet.
Zur Berechnung der Fluid-Koppelsteifigkeit wird fu¨r jeden FE-Knoten N der Struktu-
ren ein zugeho¨riges Element mit der Oberfla¨che AE bestimmt. Bei bekannter Struktur-
eigenform ist von diesem Knoten die Verschiebung sˆN bekannt und die lokale Amplitude
des Druckfeldes pˆN kann aus der Druckeigenform interpoliert werden. Damit gilt fu¨r die
Amplitude der gesuchten Fluidsteifigkeit KˆE an dem Fla¨chenelement
KˆE =
pˆN ·AE
sˆN
. (6.4)
Die gesamte Fluidsteifigkeit wird als Parallelschaltung der Element-Fluidsteifigkeiten
behandelt. Die Fluidsteifigkeit resultiert somit aus der Summe der einzelnen Fluidstei-
figkeiten an den Fla¨chenelementen.
In Gleichung 6.1 verbleibt schließlich noch die Bestimmung der Fluid-Erregerkra¨fte
FR und FS. Ihre Berechnung erfolgt aus dem Amplitudenwert der Drucka¨nderung
im Labyrinth pˆK , der entweder aus Messungen stammt, oder mittels geeigneter
Stro¨mungsrechnungen abgescha¨tzt werden kann. Der sinusfo¨rmige Druckverlauf im La-
byrinth mit einer der Strukturschwingung entsprechenden Knotenzahl wird u¨ber den
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Umfang der Labyrinthkammer SD integriert und mit der Breite der Kammer bK mul-
tipliziert, um den Amplitudenwert der Fluidkraft zu erhalten. Die Multiplikation der
ortsabha¨ngigen Fluidkraft mit der ebenfalls ortsabha¨ngigen Verschiebung uK der Struk-
turoberfla¨che und Integration des Produktes u¨ber die Umfangsla¨nge des Labyrinths er-
gibt schließlich die Fluidarbeit WF .
WF =
∫
SD
bK pˆK sin(k s) uˆK sin(k s) ds = bK pˆK uˆK
∫
SD
sin2(k s) ds (6.5)
Die Fluidarbeit resultiert somit aus dem Integral u¨ber das Quadrat einer Sinusfunktion,
die mit den Amplitudenwerten von Druck und Verschiebung skaliert wird.
6.2 Energiegleichgewicht bei stationa¨ren Schwingungen
Stationa¨re Schwingungszusta¨nde sind durch ein Gleichgewicht aller an den Struk-
turen wirkenden Energien gekennzeichnet. Das Fluid verrichtet bei den gemessenen
Schwingungszusta¨nden gerade soviel Arbeit an den Strukturen, dass die Verluste durch
Da¨mpfung ausgeglichen werden und die Schwingungsamplitude konstant bleibt. Zur Si-
mulation grenzstabiler Labyrinthschwingungen soll daher ein einfaches Modell erstellt
werden, mit dem gezeigt werden kann, dass die gemessenen Amplituden und Frequenzen
zu einem stationa¨ren Schwingungszustand des Systems geho¨ren, der durch ein Gleich-
gewicht aller an der Schwingung beteiligten Kra¨fte und Energieformen gekennzeichnet
ist.
Eine Kra¨ftebilanz ohne Beru¨cksichtung der schwachen Da¨mpfung resultiert aus Glei-
chung 6.1, wenn die Ableitungen der Wegkoordinate aus einem zeitharmonischen Ansatz
gebildet und die Gleichung umgestellt wird:[
KR + kF −kF
−kF KS + kF
]
·
[
sˆR
sˆS
]
· sin(ωt) ∼=
[±FˆR
±FˆS
]
+
[
MR 0
0 MS
]
·
[
sˆR
sˆS
]
· ω2sin(ωt) (6.6)
In dieser Gleichung wird die Phase der Erregerkra¨fte bezu¨glich der Wegkoordinate durch
einen Vorzeichenwechsel in der Resonanz beru¨cksichtigt. Aus Gleichung 6.6 kann ei-
ne Abscha¨tzung der modalen Verformungsenergie abgeleitet werden. Unterkritisch ent-
spricht die Summe aus Fluidarbeit und kinetischer Energie der Verformungsenergie,
u¨berkritisch ist es die Differenz aus kinetischer Energie und Fluidarbeit.
Bei einem einfachen Feder-Masse-System ist die Verformungsenergie Wel in der mas-
selosen Feder mit der Steifigkeit K lokalisiert und der Amplitudenwert der Verformungs-
energie bei der Schwingungsamplitude sˆ betra¨gt
|Wel |=|
∫
K · s ds |= K
2
· sˆ2. (6.7)
Die kinetische Energie Wkin der Masse M ist dem Quadrat der Geschwindigkeit pro-
portional, die bei einem zeitharmonischen Ansatz dem Produkt von Weg und Winkel-
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geschwindigkeit entspricht. Somit ist auch die kinetische Energie bei der festen System-
frequenz quadratisch von der Wegamplitude abha¨ngig:
|Wkin |=|
∫
M · s˙ ds˙ |=| M
2
· s˙2 |= M
2
· ω2sˆ2 (6.8)
Die Geschwindigkeit erfa¨hrt durch die Ableitung einen Phasenwinkel von π/2 gegenu¨ber
dem Weg. Kinetische und Verformungsenergie haben in der Resonanz gleiche Betra¨ge,
jedoch sind die Zeitverla¨ufe wie Sinus und Cosinus. Es handelt sich um Blindarbeiten,
deren Summe im Verlauf einer Periode zu Null wird [HAH92]. Ist bei einer festen We-
gamplitude die Frequenz kleiner als die Eigenfrequenz, so ist auch die kinetische Energie
geringer als die Verformungsenergie. Die Erregerkraft ist nahezu gleichphasig mit der
Verschiebung und kompensiert dadurch die Differenz zwischen kinetischer und Verfor-
mungsenergie. Bei Frequenzen oberhalb der Resonanz ist die kinetische Energie gro¨ßer
als die Verformungsenergie, so dass die Erregerkraft nahezu gegenphasig zur Bewegung
der Masse wirkt und die Verschiebung der Masse hemmt. Auch in diesem Fall wird die
Summe der Energien zu Null. Nur bei der Resonanzfrequenz betra¨gt die Phase zwi-
schen Kraft und Weg genau π/2 und die Erregerkraft kompensiert ausschließlich die
geschwindigkeitsproportionale Da¨mpfungsarbeit.
Aus den FE-Berechnungen der Strukturmoden resultieren keine Absolutwerte der Ver-
formungsenergie. Die Summe aller Element-Verformungsenergien (Strain-Energy) ent-
spricht gerade dem Wert Wel = 0.5 · K, also der halben modalen Steifigkeit der be-
trachteten Eigenform. Der Wert folgt aus der Normierung der Massenmatrix und aus
Einheitsverschiebungen der Knoten in Gleichung 6.7. Aus den Zahlenwerten der modalen
Verformungsenergie resultiert also lediglich die Verteilung auf die einzelnen FE-Knoten
der Eigenform. Zudem werden die tatsa¨chlich auftretenden Spannungs- und Dehnungs-
zusta¨nde stark vereinfacht, indem sie auf eine modale Elementsteifigkeit reduziert wer-
den. Abbildung 6.2 zeigt diese Vereinfachung der Verformungsenergien eines Struktur-
elementes zu einer einfachen Federsteifigkeit.
τ
σ τ
spannung
Biege−
Punktmasse
Membran−
spannung
Volumenelement
Abbildung 6.2: U¨bertragung komplexer Verformungsenergien auf ein einfaches Modell
Wegen dieser Schwierigkeit bei der Bestimmung von Absolutwerten der modalen Ver-
formungsenergie wird eine Abscha¨tzung u¨ber die einfacher zu berechnende kinetische
Energie gewa¨hlt. Die kinetische Energie der einzelnen Elemente kann aus den Element-
massen, der Frequenz der Schwingung und den Knotenverschiebungen berechnet werden.
Die kinetische Energie der gesamten Struktur resultiert aus der Summe der Bewegungs-
energien aller Elemente der Strukturdiskretisierung.
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6.3 Berechnung der Amplitudenversta¨rkung des
Zwei-Massen-Schwingers
Die frequenzabha¨ngige Amplitudenversta¨rkung A(ω) eines schwingungsfa¨higen Systems
ist das dimensionslose Verha¨ltnis zwischen der dynamischen Wegamplitude eines Frei-
heitsgrades und der statischen Verschiebung infolge der Erregerkraft. Im dynamischen
Fall fu¨hrt die Erregerkraft zu einer Strukturverformung, die um den Faktor der Amplitu-
denversta¨rkung gro¨ßer ist, als die Verformung aufgrund der statisch einwirkenden Kraft.
Die Kenntnis der frequenzabha¨ngigen Amplitudenfunktion ermo¨glicht die Bestimmung
der aus einer Anregung resultierenden dynamischen Wegamplitude und damit auch der
dynamischen Versta¨rkung der kinetischen Energie der Strukturschwingung infolge der
Erregerkraft. Bei einem zeitharmonischen Ansatz fu¨r den Weg ist die Geschwindigkeit-
samplitude durch die Winkelgeschwindigkeit mit den Verschiebungen verknu¨pft. Die
um die dynamische Versta¨rkung reduzierte kinetische und Verformungsenergie ha¨ngen
daher quadratisch vom Kehrwert der Amplitudenversta¨rkung ab und weisen einen para-
belfo¨rmigen Verlauf mit einem Minimum in der Resonanzfrequenz auf. Diese reduzierten
Energieverla¨ufe bilden zusammen mit der Fluidarbeit bei den gemessenen Frequenzen
des Systems ein Energiegleichgewicht. Die als Absolutwert schwierig zu bestimmende
Verformungsenergie kann gema¨ß Gleichung 6.6 durch die leichter zu berechnende Sum-
me bzw. Differenz aus kinetischer Energie und Fluidarbeit abgescha¨tzt werden. Aus
dieser Abscha¨tzung der Verformungsenergie kann durch Division mit A2(ω) die statisch
a¨quivalente Verformungsenergie berechnet werden, die bei der jeweiligen Frequenz und
Verschiebung mit der Fluidarbeit im Gleichgewicht ist.
Die Berechnung der Amplitudenversta¨rkung beider Massen wird mit dem Programm
MATLAB und unter Anwendung der CRAMERschen Regel durchgefu¨hrt. Es werden
zuna¨chst die Ableitungen | s˙ |=| iωs | und | s¨ |=| −ω2s | der Verschiebungen gebil-
det und damit Gleichung 6.1 als Koeffizientenmatrix geschrieben. Zur Berechnung der
Wegamplitude der ersten Masse wird die erste Spalte der Koeffizientenmatrix durch
den Spaltenvektor der Inhomogenita¨ten (Erregerkra¨fte) ersetzt und davon die Deter-
minante berechnet. Der Quotient aus dieser Determinante und der Determinante der
urspru¨nglichen Koeffizientenmatrix ergibt die gesuchte Auslenkung.[
FR −kF
FS KS + kF + iωDS − ω2MS
]
[
KR + kF + iωDR − ω2MR −kF
−kF KS + kF + iωDS − ω2MS
] = sR (6.9)
Die Berechnung der Wegamplitude der zweiten Masse erfolgt analog durch Austausch der
zweiten Spalte in der Koeffizientenmatrix. Die Kra¨fte in Gleichung 6.1 werden linear von
der Frequenz abha¨ngig gemacht, so dass, vom Wert Null ausgehend, bei der gemessenen
Frequenz gerade die gemessene Kraft erreicht wird. Der gesamte Frequenzbereich, in
dem die Gleichungen 6.9 gelo¨st werden sollen, wird in a¨quidistante Punkte unterteilt,
an denen die Amplitudenfunktionen berechnet werden.
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Die kinetische Energie weist eine quadratische Abha¨ngigkeit von der Frequenz und
der Verschiebung auf. Nach Gleichung 6.6 wird aus der Summe bzw. Differenz von
kinetischer Energie und Fluidarbeit die Verformungsenergie abgescha¨tzt. Die Division
durch das Quadrat der Amplitudenversta¨rkung eliminiert die dynamische U¨berho¨hung
der Na¨herung fu¨r die Verformungsenergie. Daraus resultiert ein parabelfo¨rmiger Verlauf
und die um den dynamischen Anteil verminderte Verformungsenergie schneidet bei der
gemessenen Frequenz die linear verlaufende Fluidarbeit. Der Schnittpunkt kennzeichnet
somit das Gleichgewicht aus der wegabha¨ngigen Fluidarbeit und der um den Anteil der
dynamischen Amplitudenversta¨rkung verminderten Verformungsenergie.
Zur Berechnung der Amplitudenversta¨rkung ist anzumerken, dass die Funktion nur in
einem kleinen Bereich um die gemessene Frequenz Gu¨ltigkeit hat. Insbesondere ist aus
Messungen bekannt, dass die koppelnde Fluidsteifigkeit kein konstanter Wert ist, sondern
mit der Frequenz variiert und abha¨ngig ist von Versuchsparametern wie Zustromdruck
und Druckdifferenz. A¨ndern sich Frequenz oder Betriebsparameter, so mu¨sste Gleichung
6.1 fu¨r einen vera¨nderten Schwingungszustand mit anderen Koeffizienten neu berechnet
werden und wu¨rde dadurch auch zu anderen Wegamplituden und Resonanzfrequenzen
fu¨hren. Damit ist auch die Existenz mehrerer Schwingungszusta¨nde einer Versuchskon-
figuration erkla¨rbar, die sich bezu¨glich der dynamischen Parameter unterscheiden. Auch
ko¨nnen in den Simulationsrechnungen die gemessenen Phasenwinkel zwischen Druck-
feld und Strukturschwingung mit dem einfachen Zwei-Massen-Modell nicht wiedergege-
ben werden. Die gemessenen Phasenwinkel zwischen dem modalen Druckfeld und den
Strukturen werden durch das Vorzeichen der Koppelsteifigkeit im Modell beru¨cksichtigt.
Ebenso ko¨nnen die entsprechenden Phasen zwischen den Fluidkra¨ften und den Struktur-
schwingungen mit einem Zwei-Massen-Modell nicht nachvollzogen werden. Sie mu¨ssen
als bekannte Gro¨ßen im Berechnungsansatz bereits vorhanden sein.
6.4 Ergebnisse der Simulationsrechnungen
6.4.1 Darstellungsweise der Simulationsrechnungen
Nach WO¨LFEL [WOE96] “liefert die Vergro¨ßerungsfunktion fu¨r die harmonische Er-
regung die dynamische U¨berho¨hung von Verschiebungen und Kra¨ften eines Schwingers
mit einem Freiheitsgrad als Funktion von Erreger- und Eigenfrequenz mit dem Para-
meter Da¨mpfung.” Dies trifft in gleichem Maße auf Schwinger mit mehr als einem Frei-
heitsgrad zu. Wegen der zeitharmonischen Druckbeaufschlagung der Labyrinthkammer-
Oberfla¨chen ist die Voraussetzung harmonischer Erregerkra¨fte gegeben. Mit den modalen
Da¨mpfungen und Eigenfrequenzen des Berechnungsmodells 6.1 ko¨nnen die Amplituden-
versta¨rkungen berechnet und damit die dynamische U¨berho¨hung der Wege an den beiden
Freiheitsgraden bestimmt werden. Da die kinetische Energie bzw. die nach Gleichung 6.6
abgescha¨tzte Verformungsenergie quadratisch von der Verschiebung abha¨ngen, fu¨hrt die
Division der gemessenen Verschiebung durch den Versta¨rkungsfaktor zu genau demje-
nigen Betrag der Verformungsenergie, der ohne Beru¨cksichtigung dynamischer Einflu¨sse
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aus der einwirkenden Fluidarbeit resultieren wu¨rde. Auf diese Weise ist es mo¨glich, die
um die dynamischen Einflu¨sse verminderte Verformungsenergie mit der vom Fluid an
der Struktur verrichteten Arbeit zu vergleichen. Mit den Simulationsrechnungen soll
gezeigt werden, dass fu¨r jede der Strukturen bei der gemessenen Frequenz ein Gleichge-
wicht zwischen der um die dynamische Versta¨rkung verminderten Fluidarbeit und der
Verformungsenergie besteht.
Die Simulationsergebnisse ha¨ngen entscheidend von der Berechnung der Koppelstei-
figkeit durch das modale Druckfeld in der Kavita¨t ab. Erst die Mo¨glichkeit, durch die
lokalen und konvektiven Beschleunigungen die axiale Gestalt des Druckfeldes zu beein-
flussen, ermo¨glicht eine hinreichend genaue quantitative Bestimmung der Koppelsteifig-
keit. Da die gemessenen grenzstabilen Schwingungszusta¨nde u¨berwiegend durch große
Steigungen der Amplitudenfunktion im Betriebspunkt gekennzeichnet sind, ist eine ge-
naue Berechnung der Koeffizienten in Gleichung 6.1 notwendig, um in einer Umgebung
der gemessenen Frequenz die gesuchte Energiegleichheit aufzufinden. Die Amplituden-
funktionen weisen Nullstellen auf, die aus dem Berechnungsansatz fu¨r die Richtung der
Wegkoordinaten und der Wirkrichtung der Fluidkra¨fte resultieren. In Gleichung 6.1 sind
die Wegkoordinaten gleichgerichtet. Die Wirkrichtung der Fluidkra¨fte kann bezu¨glich der
Wegkoordinae durch entsprechende Vorzeichen frei gewa¨hlt werden. Dies fu¨hrt teilweise
zu zusa¨tzlichen Nulldurchga¨ngen der Amplitudenfunktionen, wenn die Massen zu einer
Bewegung wechseln, die gegenphasig zur vorgegebenen Kraftrichtung ist.
Zur Beurteilung der Simulationsergebnisse fu¨r die gemessenen Schwingungen werden
insgesamt vier graphische Darstellungen herangezogen. Die erste Darstellung zeigt die
beiden Amplitudenfunktionen in einem weiten Frequenzbereich. Die gemessene Frequenz
des Systems ist in sa¨mtlichen Darstellungen durch eine senkrechte Linie markiert. Fu¨r
die Berechnung der Amplitudenfunktion werden die Koeffizienten in Gleichung 6.1 als
frequenzunabha¨ngig betrachtet, was jedoch nur in einer kleinen Umgebung der gemes-
senen Frequenz anna¨hernd zutrifft. Mit wachsendem Frequenzabstand vera¨ndern sich
insbesondere die stro¨mungsabha¨ngige Fluidkraft und das modale Druckfeld, so dass die
Darstellung dann ihre Gu¨ltigkeit verliert. In der zweiten graphischen Darstellung werden
die Energiesummen beider Strukturen verglichen. Da die Kehrwerte der Amplituden-
funktionen in die Berechnung der um den dynamischen Anteil reduzierten Verformungs-
energie eingehen, wird in der Resonanz ein Minimum der Verformungsenergie erreicht.
Nullstellen der Amplitudenfunktion werden dagegen zu Polstellen der Energiefunktion.
Da in dieser Summendarstellung teilweise Fehler aus den Einzelberechnungen der Struk-
turen ausgeglichen werden, weist diese Darstellung meist die beste U¨bereinstimmung
zwischen dem berechnetem Betriebspunkt und der gemessenen Systemfrequenz auf. In
den Darstellungen drei und vier der unteren Zeile, sind die Energiebilanzen fu¨r jede der
Strukturen einzeln dargestellt.
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6.4.2 Simulationsergebnisse bei Schwingungen mit
hochdruckseitiger Kavita¨t
Schwingungen der Strukturkombination des steifen Rotor100 und Stator88
Bei hochdruckseitiger Kavita¨t wird stets die Knotenzahl zwei als dominante Schwin-
gungseigenform des gekoppelten Systems identifiziert. Die Simulationsergebnisse in Ab-
bildung 6.3 zeigen den Betriebspunkt des gekoppelten Systems bei 902 Hz und damit
nahe bei der berechneten ersten Resonanz von 885Hz. Die Amplitudenfunktionen weisen
bei der Systemfrequenz große Steigungen auf, so dass geringfu¨gige Frequenza¨nderungen,
die aus A¨nderungen der Versuchsparameter resultieren, zu großen A¨nderungen der Am-
plitudenversta¨rkung fu¨hren. Aus diesem Zusammenhang kann das beobachtete instabile
Verhalten von Labyrinthdichtungen erkla¨rt werden: Geringfu¨gige A¨nderungen der Be-
triebsdru¨cke ko¨nnen sowohl zu schnellem Aufklingen bis zum Anstreifen der Strukturen
fu¨hren wie auch zum raschen Abklingen der Schwingung.
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Abbildung 6.3: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der HD- Strukturkombi-
nation Rotor100/Stator88 (7 bar Einstromdruck und Knotenzahl 2)
Die Fluidarbeit an Rotor und Stator zeigt im betrachteten Frequenzbereich einen na-
hezu horizontalen Verlauf bei sehr geringem Absolutwert. In der Resonanz verschwindet
aufgrund der starken Amplitudenversta¨rkung die pro Schwingung zuzufu¨hrende Energie,
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so dass fu¨r den Stator bei den gemessenen 900 Hz und fu¨r den Rotor bei ca. 920 Hz
ein Energiegleichgewicht berechnet wird. Nach Tabelle 4.1 liegt die berechnete Resonanz
des Systems nur ca. 10 % u¨ber der Eigenfrequenz des Rotors von 800 Hz. Daher ist die
Amplitudenversta¨rkung des Rotors im betrachteten Frequenzbereich wesentlich ho¨her
als die Amplitudenversta¨rkung des Stators. Dennoch werden am Rotor bei hochdruck-
seitiger Kavita¨t stets kleinere Amplituden gemessen als am Stator. In diesem Falle sind
es ca. 40 µm am Rotor und ca. 90 µm am Stator. Die beiden Darstellungen der Energie-
bilanz fu¨r die einzelnen Strukturen zeigen beim Stator eine gute U¨bereinstimmung der
berechneten Frequenz des Energiegleichgewichts mit der gemessenen Frequenz. Erkenn-
bar ist jedoch auch, dass die Energiebilanz hauptsa¨chlich durch den Stator bestimmt
wird.
Schwingungen der Strukturkombination von Rotor80 und Stator88
Die Simulation der gekoppelten Schwingung des weniger steifen Rotor80 mit dem Sta-
tor88 fu¨hrt auf eine Resonanzfrequenz von 842 Hz. Die gemessene Frequenz des gekop-
pelten Systems liegt bei 867 Hz. Abbildung 6.4 zeigt die Simulationsergebnisse fu¨r diese
Strukturkombination. Das Energiegleichgewicht wird bei ca. 870 Hz fu¨r den Rotor und
ca. 890 Hz fu¨r den Stator berechnet und weicht somit nur wenige Prozent von der ge-
messenen Frequenz ab. Bei dieser Simulation liegt die Frequenz der Energiegleichheit des
Rotors na¨her an dem gemessenen Wert, als die des Stators. Die Amplitude der Rotor-
schwingung wurde mit ca. 30 µm gemessen, wa¨hrend die des Stators ca. 65 µm betra¨gt.
Da zur Berechnung der Fluidarbeit an beiden Strukturen die gleiche Druckamplitude
angenommen wird, ist die vom Fluid am Stator verrichtete Arbeit etwa doppelt so groß,
wie die am Rotor verrichtete Arbeit. Die Amplitude des modalen Druckfeldes ist mit
ca. 0.32 bar geringfu¨gig kleiner als bei der zuvor beschriebenen Messung mit steifem
Rotor100. Die aus dem Verha¨ltnis von Druck und Verschiebung resultierende Koppel-
steifigkeit ist demnach bei dieser Strukturkombination etwas gro¨ßer als bei dem Rotor100
mit gro¨ßeren Wegamplituden. Gleichzeitig ist die Struktureigenfrequenz des Rotor80 um
ca. 140 Hz gegenu¨ber dem Rotor100 auf lediglich 662 Hz abgesenkt. Aus der ho¨heren
Koppelsteifigkeit in Verbindung mit der wesentlich geringeren Struktureigenfrequenz des
Rotor80 resultiert offensichtlich die relativ geringe Absenkung der Eigenfrequenz dieser
Strukturkombination um nur ca. 40 Hz.
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Abbildung 6.4: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der HD- Strukturkombi-
nation Rotor80/Stator88 (7 bar Einstromdruck und Knotenzahl 2)
Schwingungen der Strukturkombination von Rotor80 und Stator50
Am Beispiel der weniger steifen Strukturkombination Rotor80/Stator50 kann die Aus-
wirkung von Messdaten mit starken Streuungen demonstriert werden. Wie bereits be-
schrieben, sind bei den weicheren Strukturkombinationen die Messergebnisse mit star-
ken Schwankungen behaftet, deren Ursache nicht genau gekla¨rt ist. Die in Abschnitt
4.5 beschriebene U¨berlagerung orthogonaler Moden tritt offensichtlich mit Winkel- und
Amplitudendifferenzen auf, so dass wegen der Streuung der Messwerte die tatsa¨chlich
vorhandene Fluidarbeit und Koppelsteifigkeit nicht genau bestimmt werden ko¨nnen. Das
Ergebnis der Simulation ist in Abbildung 6.5 dargestellt. Die Ungenauigkeiten fu¨hren zu
einer deutlich gro¨ßeren Abweichung zwischen gemessener Systemfrequenz und berechne-
ter Frequenz des Energiegleichgewichts.
Die Strukturamplituden ko¨nnen mit ca. 22 µm am Rotor und ca. 76 µm am Stator
abgescha¨tzt werden. Es zeigt sich auch hier wieder die fu¨r hochdruchseitige Kavita¨ten
typische Situation, dass die Statoramplituden weit gro¨ßer sind als die des Rotors. Die
gemessene Frequenz des gekoppelten Systems liegt bei 858 Hz und weicht damit sta¨rker
von der berechneten Resonanz bei 785 Hz ab, als dies bei den vorhergehenden Simula-
tionen der Fall ist. Prozentual betra¨gt die relative Abweichung dennoch nur ca. 8.5 %
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Abbildung 6.5: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der HD- Strukturkombi-
nation Rotor80/Stator50 (7 bar Einstromdruck und Knotenzahl 2)
und die Schwingungen des gekoppelten Systems stellen auch hier einen grenzstabilen Zu-
stand nahe der Resonanz dar. Betrachtet man jedoch die relative Abweichung zwischen
der Fluidarbeit und der um die dynamische U¨berho¨hung verminderte Verformungsener-
gie bei der gemessenen Frequenz, so ergeben sich fu¨r den Rotor ein Faktor von vier bis
fu¨nf und fu¨r den Stator ein Faktor von ca. zwei.
6.4.3 Simulationsergebnisse bei Schwingungen mit
niederdruckseitiger Kavita¨t
Schwingungen der Knotenzahl zwei des steifen Rotor100 und Stator88
Die gemessene Frequenz der steifen Strukturkombination Rotor100/Stator88 bei nie-
derdruckseitiger Kavita¨t ist durch die negative Koppelsteifigkeit gegenu¨ber der hoch-
druckseitigen Kavita¨t deutlich vermindert. Die gemessene Frequenz betra¨gt nur noch
684 Hz und die berechnete Resonanz liegt bei lediglich 620 Hz. Der Betriebspunkt
der ND-Schwingung liegt oberhalb der ersten Resonanzfrequenz des Systems. bei den
gemessenen Daten ist der auffa¨lligste Unterschied zur hochdruckseitigen Kavita¨t die
verminderte Schwingungsamplitude bei deutlich gro¨ßerer Druckdifferenz. Wa¨hrend bei
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den HD-Messungen Druckdifferenzen von 0.8 bar bis 1 bar zu Schwingungsamplituden
fu¨hren, die in der Summe 80 % bis 90 % des Ruhespaltspiels betragen, fu¨hren bei den
HD-Messungen Druckdifferenzen von 1.7 bar bzw. 2.85 bar zu Amplitudensummen von
lediglich 55 µm bzw. nur ca. 1/3 des Ruhespaltspiels. Weiterhin ist auffa¨llig. dass der Sta-
tor nunmehr wesentlich kleinere Schwingungsamplituden aufweist, die mit wachsender
Druckdifferenz kleiner werden und gegen Null gehen.
Die in Abbildung 6.6 dargestellte Amplitudenfunktion des Stators zeigt eine Nullstel-
le der Versta¨rkung oberhalb der gemessenen Betriebsfrequenz des gekoppelten Systems.
Mit wachsender Druckdifferenz und damit betragsma¨ßig anwachsender negativer Fluid-
steifigkeit sinkt die Resonanz des Systems ab. Dadurch na¨hert sich der Betriebspunkt
einer Nullstelle der Amplitudenfunktion an (Tilgungsfrequenz) und die Statoramplitude
sinkt von 10 µm auf 4 µm ab. Die Bilanz der Energiesumme zeigt eine außerordentlich
gute U¨bereinstimmung von gemessener und berechneter Frequenz, die in dieser Genauig-
keit sicher zufa¨llig ist. Da der Stator aufgrund seiner geringen Schwingungsamplitude zur
Energiebilanz nur einen untergeordneten Beitrag leistet, wird die Bilanz -im Gegensatz
zu den HD-Simulationen- durch die Energie des Rotors bestimmt.
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Abbildung 6.6: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der ND-
Strukturkombination Rotor100/Stator88 (7 bar Einstromdruck und
Knotenzahl 2)
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Schwingungen der Knotenzahl zwei von Rotor80 und Stator88
Die in Abbildung 6.7 dargestellt Amplitudenfunktion des Systems aus dem weniger stei-
fen Rotor80 und dem Stator88 zeigt eine prinzipiell gleiche Schwingungsform, wie im
vorhergehenden Abschnitt. Die gemessene Frequenz betra¨gt 576 Hz, wa¨hrend die erste
Resonanz bei 549 Hz berechnet wird. Die gemessenen Amplituden betragen ca. 100 µm
am Rotor und lediglich ca. 5 µm am Stator. Diese nahezu verschwindende Statoramplitu-
de steht in U¨bereinstimmung mit der berechneten Nullstelle der Amplitudenversta¨rkung
bei ca. 670 Hz. Die Streuung der Messdaten ist bei dieser Messung mit weniger steifem
Rotor wiederum gro¨ßer als bei der steifen Strukturkombination. Dennoch wiederholen
sich die bereits oben beschriebenen Tendenzen. Die verminderte Struktureigenfrequenz
des Rotors und die negative Koppelsteifigkeit des Druckfeldes fu¨hren zu einer deutlichen
Absenkung der Resonanzfrequenzen des Systems.
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Abbildung 6.7: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der ND-
Strukturkombination Rotor80/Stator88 (7 bar Einstromdruck und
Knotenzahl 2)
Die oberhalb der ersten Resonanz berechnete Nullstelle der Amplitudenfunktion fu¨hrt
zu einem Tilgungseffekt am Stator und damit zu der auffa¨llig kleinen Schwingungsam-
plitude. Die Darstellungen der Energiegleichgewichte zeigt, dass auch in diesem Fall die
Energiebilanz der Schwingung fast vollsta¨ndig durch den mit großer Amplitude schwin-
genden Rotor bestimmt wird. Der Anteil des Stators ist nahezu verschwindend gering
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und mit deutlich gro¨ßeren relativen Fehlern behaftet.
Schwingungen der Knotenzahl drei von Rotor100 und Stator88
Auch fu¨r die Schwingungen mit der Knotenzahl drei der steifen Strukturkombination
Rotor100/Stator88 bei niederdruckseitiger Kavita¨t ist eine sehr gute U¨bereinstimmung
zwischen Messung und Simulationsrechnung festzustellen. Dies gilt fu¨r sa¨mtliche in Ab-
schnitt 5.2.3 beschriebenen Betriebspunkte des Systems, unabha¨ngig von der Druck-
differenz. Fu¨r die beiden dort beschriebenen Druckfeld-Eigenformen mit monoton ab-
fallender Druckamplitude in der Kavita¨t (Abbildung 5.10) bei Druckdifferenzen kleiner
3 bar und mit zuna¨chst ansteigender, dann abfallender Druckamplitude (Abbildung 5.11)
bei Druckdifferenzen gro¨ßer 3 bar, sind die Simulationsergebnisse nahezu identisch. Die
Messung mit einer Druckdifferenz von 2.6 bar dient als Grundlage fu¨r die Simulations-
rechnung in Abbildung 6.8.
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Abbildung 6.8: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der ND-
Strukturkombination Rotor100/Stator88 (7 bar Einstromdruck und
Knotenzahl 3)
Die Schwingung wurde bei 936 Hz gemessenen, wa¨hrend die berechnete erste Re-
sonanz bei 867 Hz liegt. Daraus resultiert eine etwas flacher verlaufende Amplituden-
funktion bei der gemessenen Systemfrequenz, die offensichtlich zu dem weiten Bereich
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mo¨glicher Druckdifferenzen im Versuch fu¨hrt. Die Amplitude des Rotors betra¨gt ca.
26 µm, die des Stators ca. 76 µm. Das Amplitudenverha¨ltnis a¨hnelt somit den Messun-
gen mit der Knotenzahl zwei bei hochdruckseitiger Kavita¨t. Da die Amplitudenfunk-
tionen einen nahezu gleichen Verlauf aufweisen, zeigen die Energiebilanzen von Rotor
und Stator u¨bereinstimmend eine Energiegleichheit bei nahezu genau der gemessenen
Frequenz. Nicht gekla¨rt werden kann die Frage, warum trotz dieser A¨hnlichkeit der Am-
plitudenfunktionen und der nach Tabelle 4.1 fast gleichen Eigenfrequenz der Strukturen,
ein derart deutlicher Unterschied der Schwingungsamplituden von Rotor und Stator be-
obachtet wird.
6.4.4 Schwingungen des weichen Rotor14 mit dem steifen Stator88
HD-Schwingungen der Knotenzahl zwei von Rotor14 und Stator88
Die in diesem Abschnitt beschriebenen Schwingungen der Strukturkombination Ro-
tor14/Stator88 haben wegen der großen Unterschiede bei den Struktureigenfrequenzen
nach Tabelle 4.1 eine gewisse Sonderstellung. Die Messungen mit hochdruckseitiger Po-
sition der Kavita¨t weisen bei einem leicht verminderten Einstromdruck von 5 bar eine
A¨hnlichkeit mit den steiferen Strukturkombinationen auf. Da beim du¨nnwandigen Ro-
tor14 eine betra¨chtliche Streuung der Messdaten auftritt, sind die Messwerte als Grund-
lage fu¨r Simulationsrechnungen nur bedingt zuverla¨ssig. Abbildung 6.9 zeigt das Simula-
tionsergebnis fu¨r diese Strukturkombination bei HD-seitiger Kavita¨t. Das mit Messdaten
skalierte HD-Druckfeld u¨berscha¨tzt offenbar die tatsa¨chliche Koppelsteifigkeit, da der
Frequenzabstand zwischen der gemessenen Systemfrequenz bei 862 Hz und der berech-
neten Resonanz bei 914 Hz recht groß ist. Auch weisen nur die Simulationsrechnungen
mit dem du¨nnwandigen Rotor14 einen Betriebspunkt unterhalb der ersten Resonanz des
gekoppelten Systems auf. Der Stator weist eine Amplitude von 22 µm auf und die Ener-
giegleichheit wird nahe bei der gemessenen Frequenz berechnet. Der mit einer Amplitude
von 33 µm schwingende Rotor weist in der Simulation eine sehr geringe Amplituden-
versta¨rkung auf und zeigt erst unmittelbar vor der Resonanzfrequenz Energiegleichheit.
Wegen dieser geringen Amplitudenversta¨rkung ist die Energiesumme fast vollsta¨ndig
durch den Rotor bestimmt.
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Abbildung 6.9: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der HD-
Strukturkombination Rotor14/Stator88 (5 bar Einstromdruck und
Knotenzahl 2)
ND-Schwingungen der Knotenzahl drei von Rotor14 und Stator88
Die Schwingungen des sehr weichen Rotor14 in Verbindung mit dem steifen Rotor88
bei niederdruckseitiger Kavita¨t weisen eine extreme Form von Instabilita¨t auf, die mit
keiner anderen Versuchskonfiguration zu vergleichen ist. Die notwendigen Druckdiffe-
renzen liegen im Millibar-Bereich und die Frequenz der Schwingung stimmt nahezu mit
der Struktureigenfrequenz des Rotors u¨berein. Der steife Stator ist an der Schwingung
nahezu unbeteiligt. Aus Abbildung 6.10 ist ersichtlich, dass die Amplitudenfunktion
des Rotors in der ersten Resonanz nur sehr wenig durch den Stator beeinflusst wird.
Die Struktureigenfrequenz des Rotors liegt nach Tabelle 4.1 bei 285 Hz. Die gemessene
Frequenz betra¨gt 272 Hz und die berechnete erste Resonanz liegt bei 264 Hz. Die Am-
plitude des Rotors betra¨gt 65 µm, wa¨hrend die des Stators mit lediglich 0.1 µm gemessen
wurde. Die Druckamplituden in Labyrinth und Kavita¨t betragen jeweils nur wenige Mil-
libar. Der Einstromdruck betra¨gt bei dieser Messung lediglich 3 bar, da bei ho¨heren
Einlassdru¨cken die geringe Druckdifferenz nicht genau genug einjustiert werden konnte.
Man kann in diesem speziellen Fall den Stator als eine starre Wand betrachten. Die
Anregung der Schwingungen wird mo¨glicherweise durch Stro¨mungsrauschen verursacht,
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das die du¨nnwandige Struktur zu Eigenschwingungen anregt.
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Abbildung 6.10: Amplitudenversta¨rkung und Energie-Vergleich der ND-
Strukturkombination Rotor14/Stator88 (3 bar Einstromdruck und
Knotenzahl 3)
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7 Zusammenfassung
Trotz bestehender Stabilita¨ts- und Auslegungskriterien fu¨r beru¨hrungsfreie Labyrinth-
dichtungen treten in Einzelfa¨llen Schwingungs- und Stabilita¨tsprobleme bei solchen
Dichtungen auf. Wa¨hrend mechanische Anregungen durch Betriebskra¨fte der Maschine
und Stro¨mungs-Struktur-Interaktionen im Labyrinth bereits in vielen Fa¨llen Gegenstand
von Untersuchungen waren, wurde dem Einfluss akustischer Effekte auf eine mo¨gliche
Kopplung und Schwingungsanregung der Strukturen bislang nur wenig Aufmerksam-
keit geschenkt. In dieser Arbeit wird eine Form der Fluid-Struktur-Interaktion beschrie-
ben, deren Dynamik in sehr hohem Maße durch die Anregung modaler Druckfelder in
Hohlra¨umen zwischen den Strukturoberfla¨chen bestimmt wird.
Der als Kavita¨t bezeichnete Hohlraum zwischen den Strukturoberfla¨chen ist von den
Kammern des Dichtungslabyrinthes zu unterscheiden. Die Kavita¨t weist zumeist eine
große Interaktionsfla¨che mit den Strukturen auf, so dass ein ausgedehntes Druckfeld zu
betra¨chtlichen dynamischen Kra¨fte auf die angrenzenden Strukturen fu¨hrt. Die Druck-
felder stellen Eigenschwingungen des Fluides in der Kavita¨t dar. Sie ko¨nnen, ebenso wie
die Strukturmoden, durch geeignete mathematische Modelle beschrieben und mit FE-
Berechnungen in numerischen Modalanalysen bestimmt werden. Die Schwingungen des
Dichtungssystems stellen daher eine gekoppelte modale Schwingung dar, die durch die
Energie der Fluidstro¨mung im Labyrinth angefacht wird. Da die Anregung der Schwin-
gungen durch eine Energieu¨bertragung aus dem durchstro¨menden Fluid auf die Struk-
turen erfolgt, handelt es sich um selbsterregte Schwingungen.
An einem Pru¨fstand wird die gekoppelte Schwingung der Dichtungsstrukturen unter-
sucht. Beide Strukturen sind fest mit dem Pru¨fstand verschraubt, so dass keine Rotati-
onseinflu¨sse auf den Mechanismus der Kopplung auftreten ko¨nnen. An dem Pru¨fstand
wurde die bestehende Sensorausstattung um mehrere Drucksensoren erweitert, um die
modalen Druckfelder in der Kavita¨t zu messen und zu identifizieren. Die Methode der
Identifikation der Moden beruht auf der U¨berlagerung von Schwingungen zu umlaufen-
den Wellen. Diese Struktur- oder Druckwellen fu¨hren an den Sensoren zu Signalen mit
festem Phasenbezug, durch den die Schwingungsordnung der Moden identifiziert werden
kann. Die Druckamplituden an verschiedenen axialen Sensorpositionen ermo¨glichen die
Identifikation der axialen Druckverla¨ufe, so dass die ra¨umliche Gestalt der Druckfelder
pra¨zise bestimmt werden kann.
Die Messungen zeigen, dass die Druckfelder betra¨chtliche Druckamplituden aufwei-
sen und die Druckschwingungen gleich- oder gegenphasig zu den Strukturschwingun-
gen auftreten. Bildet man einen Quotienten aus Druckkra¨ften und Strukturverschie-
bungen, so ko¨nnen die Interaktionskra¨fte als wegproportionale Steifigkeit interpretiert
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werden. Quantitativ erreicht die Fluidsteifigkeit die Gro¨ßenordnung der Strukturstei-
figkeiten, so dass die dynamischen Eigenschaften des gekoppelten Systems von denen
der modalen Komponenten deutlich verschieden sind. Der genaue Wert der Fluid-
Koppelsteifigkeit ha¨ngt von den Eigenformen des Druckfeldes und der Strukturen ab. Die
Druckeigenformen weisen in Abha¨ngigkeit von den Druck- und Stro¨mungsparametern
im Labyrinth sehr deutliche Unterschiede auf. Eine genaue Bestimmung der Koppel-
steifigkeit setzt daher Modelle der Druckfelder voraus, die den Einfluss von Druck- und
Stro¨mungsfeldgro¨ßen beru¨cksichtigen.
Das mathematische Modell zur Berechnung der modalen Druckfelder basiert auf ei-
ner Eigenwertformulierung der akustischen Wellengleichung. Die gela¨ufige Form dieser
Eigenwertgleichung erwies sich als unzureichend fu¨r die Berechnung der beobachteten
Druckmoden. Aufgrund der großen Druckamplituden du¨rfen die Weg- und Geschwindig-
keitsamplituden der Fluidteilchen im Druckfeld nicht vernachla¨ssigt werden. A¨nderungen
bei der Herleitung der Wellengleichung fu¨hren zu einer Formulierung, die um den Ein-
fluss der Schwingung der Fluidteilchen und der Interaktion mit der Dichtspaltstro¨mung
erweitert ist. Die daraus resultierende erweiterte Eigenwertgleichung ermo¨glicht Finite-
Elemente-Berechnung der Druckeigenformen in der Kavita¨t, die sehr gut mit den gemes-
senen Eigenformen u¨bereinstimmen.
Mit den Modellen der Druck- und Strukturmoden kann die Koppelsteifigkeit auf Ba-
sis der FE-Diskretisierung elementweise berechnet werden. Mit den bekannten Struk-
turmassen und den modalen Eigenfrequenzen ko¨nnen die Struktursteifigkeiten be-
stimmt werden. Die Fluid-Erregerkra¨fte werden aus den Druckkra¨ften der periodischen
Stro¨mungsa¨nderung in der Labyrinthkammer berechnet. Auf diese Weise ko¨nnen die Ko-
effizienten gewo¨hnlicher Differentialgleichungen fu¨r die Strukturbewegungen bestimmt
werden, die durch die Steifigkeit des Druckfeldes gekoppelt sind und die Fluidkra¨fte
im Labyrinth als Erregerkra¨fte enthalten. Mit diesem einfachen Modell mit zwei Frei-
heitsgraden werden Simulationsrechnungen der gemessenen Schwingungszusta¨nde des
gekoppelten Systems durchgefu¨hrt. Ein Vergleich der berechneten und um die dyna-
mische Versta¨rkung reduzierten Schwingungsenergien mit der zugefu¨hrten Fluidarbeit
zeigt, dass die gemessenen Schwingungen stets grenzstabile Gleichgewichtszusta¨nde des
Systems darstellen. Die Ergebnisse der Simulationsrechnungen rechtfertigen die Aussa-
ge, dass außerhalb der Labyrinthkammern ein bislang nicht beschriebener Interaktions-
und Kopplungsmechanismus auftreten kann, der zu betra¨chtlichen Schwingungen der
Dichtungsstrukturen fu¨hrt.
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